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1 Motivation und Einleitung

1.1 Motivation

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Auswertung von Datensétzen, in
denen nicht nur Beobachtungen von unterschiedlichen Versuchsobjekten erhoben
werden, sondern auch von ein und demselben Versuchsobjekt. Hierbei kann zwischen
den verbundenen Beobachtungen eine Abhéngigkeit bestehen. Solche Daten werden
in der Literatur auch als Repeated Measures bezeichnet (z.B. Crowder und Hand
[5], 1999; Lindsey [14], 1993; und Davis [6], 2002). Fir manche experimentelle
Studien ist die Verwendung von Repeated Measures Designs unvermeidlich. Auch im
Vergleich zu Studien mit derselben Anzahl von unabhéngigen Beobachtungen fithren
Repeated Measures Designs oft zu einer héheren Effizienz in der Parameterschatzung.
Andererseits wird die statistische Analyse durch vorhandene Abhangigkeiten zwischen
den Beobachtungen an einem Versuchsobjekt komplizierter.

Das einfachste Repeated Measures Design ist das verbundene Zwei-
Stichprobenproblem: Fiir jedes der n Versuchsobjekte liegen jeweils zwei Beob-
achtungen vor. Im Fall von mehreren unterschiedlichen Fragestellungen ist es aber
sinnvoll, die Daten unter verschiedenen experimentellen Bedingungen zu erheben.

In der Regel werden mehrere Einflussfaktoren in Betracht gezogen und deren Wirkung
auf die ZielgroBle untersucht. So entstehen Versuchsdesigns, bei denen ein Faktor
innerhalb der anderen Faktoren variiert wird (z.B. Brunner, Domhof und Langer [4],
2002; Srivastava [19], 1990; Mukerjee et al. [15], 2006).

Untersucht man zum Beispiel — getrennt fiir mannliche und weibliche Probanden — die
Reaktionszeit in Abhéngigkeit von bestimmten konsumierten Alkoholmengen, so liegt
ein zweifaktorielles Modell mit einem Whole-Plot-Faktor ,Geschlecht® und einem
Sub-Plot-Faktor , Alkoholmenge® vor. Die Reaktionszeiten einer Person nach Auf-
nahme verschiedener Alkoholmengen fungieren in diesem Fall als Repeated Measures.
Die statistischen Fragen konnten in diesem Zusammenhang lauten: Wie grof3 sind die
Differenzen in Bezug auf die Reaktionszeiten fiir unterschiedliche Alkoholmengen?
Hangt die Reaktionszeit vom Geschlecht ab? Gibt es eine Wechselwirkung zwischen
diesen Faktoren?

Um diese Fragen beantworten zu konnen, wird ein statistisches Testverfahren beno-
tigt. Liegen mehr als zwei Faktorstufen vor, geschieht dies bei den normalverteilten
Beobachtungen héaufig mit Hilfe einer Repeated Measures Varianzanalyse, auch
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ANOVA (Analysis of Variance ) genannt. Bei ANOVA werden ausschlieflich Glo-
balhypothesen betrachtet, daher erhalt man nur Informationen iiber das Vorhanden-
oder Nichtvorhandensein der Effekte. Um eine Aussage iiber das Ausmaf} der Effekte
zu treffen, werden paarweise Vergleiche, z.B. mit der Bonferroni-Holm-Methode (Holm
[10], 1979), durchgefithrt. Die Methoden des multiplen Testens berticksichtigen nicht
die Korrelationen zwischen den einzelnen Vergleichen und basieren auf der Anpassung
des lokalen Signifikanzniveaus. Zum einen fithren diese Verfahren zu einem konserva-
tiven Test: Das tatsédchliche multiple Signifikanzniveau wird unterschritten. Die Power
dieses Testverfahrens ist demnach sehr gering; das heifit, dass relevante Unterschiede
unentdeckt bleiben kénnen. Zum anderen sind auf der Grundlage multipler Vergleiche
konstruierte Konfidenzintervalle nicht unbedingt mit der ANOVA-Testentscheidung
kompatibel.

Bretz, Genz und Hothorn haben ein Testverfahren entwickelt, das die drei Schrit-
te der Varianzanalyse in nur einem Schritt vereint. In der Arbeit von Bretz, Genz
und Hothorn [3] (2001) wurden multiple Kontrasttests fiir normalverteilte Stichproben
vorgestellt. Dabei wurde die Berechnung der Quantile der multivariaten t-Verteilung
unter Einbeziehung der Korrelationen zwischen den Vergleichen und mit Hilfe der
Quasi-Monte-Carlo Methoden numerisch realisiert. Diese Methode wurde unter den
Annahmen der Normalverteilung, Unabhéngigkeit und Homoskedastizitat der Beob-
achtungen ausgearbeitet. Das Problem der Kompatibilitat der Testentscheidungen und
der Konfidenzintervalle, das bei der ANOVA-basierten Auswertung gegeben ist, tritt
im simultanen Verfahren von Bretz, Genz und Hothorn [3] (2001) nicht auf. Auflerdem
kann auf Grundlage der Konfidenzintervalle sowohl eine Signifikanz-Aussage getroffen
als auch gleichzeitig die Information iiber das Effektausmafl gegeben werden.

Dieses Verfahren wurde von Hasler und Hothorn [8] (2008) auf heteroskedastische
Daten erweitert, weiterhin mit der Einschrankung, dass es nur fiir unabhangige Daten
angewendet wird. Die Idee von Bretz et al. [3] (2001) sowie von Hasler und Hothorn [§]
(2008) wurde von Konietschke [13] (2009) auf nichtparametrische Modelle iibertragen.
In der Arbeit von Pfeiffer [I6] (2010) wurde die von Konietschke entwickelte Methode
fir faktorielle Modelle umgesetzt. Diese Forschungsergebnisse gaben den Anstof3
dazu, die multiplen Kontrasttests auch auf Modelle mit abhéngigen Beobachtungen
zu lbertragen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Methode von Bretz, Genz und Hothorn [3] (2001)
auf mehrfaktorielle Repeated Measures Designs zu erweitern. Eine besondere Schwie-
rigkeit besteht darin, einen geeigneten Varianzschétzer fiir die Varianz der Vergleiche
zu finden, der die Konstruktion der exakten Tests ermoglicht. Der gesuchte Vari-
anzschétzer wird unter Annahme der Compound Symmetry Kovarianzstruktur der
Beobachtungen hergeleitet. Zusammengefasst werden also exakte multiple Kontrast-
tests sowie simultane Konfidenzintervalle unter dieser Annahme fiir homoskedastische
normalverteilte verbundene Beobachtungen in ein- und zweifaktoriellen Designs
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entwickelt.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden die bendtigten Notationen eingefiihrt, sowie die theoreti-
schen Grundlagen fiir die darauffolgenden Herleitungen geliefert. Des Weiteren wird
in diesem Kapitel die ANOVA-basierte Varianzanalyse fiir ein- und zweifaktorielle
Designs vorgestellt. Die Methode von Genz, Bretz und Hothorn [3] (2001) ist
Gegenstand des dritten Kapitels.

Das vierte Kapitel prasentiert die Varianzschéatzer und Teststatistiken fiir die
Studiendesigns fiir eine Gruppe von Versuchsobjekten. Zunéchst wird das einfaktori-
elle Design RM-F1 (,RM* steht fiir ,Repeated Measures “ und ,F1¢ an der letzten
Stelle fir ,ein Sub-Plot-Faktor”) vorgestellt. Dieses Design ist fiir eine Gruppe von
Versuchsobjekten und einen Faktor konzipiert. Anschlielend wird ein zweifaktorielles
Design RM-F2 fiir zwei Sub-Plot-Faktoren und eine Gruppe von Versuchsobjekten
aufgezeigt.

Im darauffolgenden Kapitel wird das F1I-RM-F1 Design (,F1¢ an der ersten Stelle
steht fir ,ein Whole-Plot-Faktor” ) vorgestellt. Hierbei werden die Resultate fir
das RM-F1 Design um mehrere Versuchsobjekt-Gruppen erweitert. Auch fiir dieses
Design werden die Varianzschéatzer sowie die Teststatistiken hergeleitet.

Das sechste Kapitel prasentiert die Ergebnisse von Simulationsstudien zu den vor-
gestellten Designs. Mittels der Niveau-Simulationsstudien wird empirisch iiberprift,
wie oft die wahre Nullhypothese falschlicherweise verworfen wird. Bei den Power-
Simulationsstudien geht es darum zu iiberpriifen, wie gut sich das Testverfahren dafiir
eignet, einen vorliegenden Unterschied aufzudecken. Auch das einfithrende Beispiel,
das im nachsten Abschnitt behandelt wird, wird im sechsten Kapitel ausgewertet.

Anschlieffend bietet das siebte Kapitel eine kurze Zusammenfassung der Arbeit und
einen Ausblick auf die Aspekte, die fiir weitere Forschung von Interesse sein konnten.
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1.3 Einfiihrendes Beispiel

Um die Methode der simultanen Konfidenzintervalle zu illustrieren, wird hier ein
Beispiel aus einer Studie iiber die Einfliisse von FGF-2 (Fibroblast Growth Factor)
auf die Fibrogenese der Nieren (Strutz et al. [20], 2000) vorgestellt. Der Originaldaten-
satz ist ein Teilergebnis der Studie und wird im Abschnitt [6.3] auf Seite [66] ausgewertet.

Bei einigen Erkrankungen kann eine bestimmte Zellart des Bindegewebes — die Fibro-
blasten — eine Entziindung verbreiten. Um die Proliferation (Ausbreitung der Fibro-
blasten im Gewebe) zu verfolgen, wird unter anderem Bromdeoxyuridin (5’-bromo-2’-
deoxyuridin, BrdU) als Marker verwendet.

Man geht davon aus, dass die Teilung von Fibroblasten durch die FGF-2 Protein-
expression begiinstigt wird. Diese Vermutung soll in einer Studie tberpriift werden.
Dazu wird wie folgt vorgegangen:

Eine Zellkultur wird in zwolf Teile aufgeteilt und je drei Teile werden mit jeweils einer
anderen Dosis der Substanz behandelt. Dabei werden die Dosisstufen 0 [ng], 0.1 [ng],
1 [ng] und 10 [ng] festgelegt. Auf diese Weise werden pro Zellkultur je drei Teilkulturen
mit unterschiedlichen aktiven Dosen behandelt; die mit einem Placebo behandelten
Teilkulturen dienen als Kontrolle. Die zu ermittelnde Zielgrofie ist der Anteil der Zellen
mit erfolgreichem BrdU-Einbau im Verhéltnis zur Gesamtzahl der Zellen. Der erfolg-
reiche Einbau von Markern wird mittels eines Grauscanners gemessen. Dieser Vorgang
wird fiinfmal mit jeweils einer anderen Zellkultur wiederholt. In folgender Tabelle sind
die Ergebnisse der Studie dargestellt:

Tabelle 1.1: Anteil der BrdU-markierten Zellen

Zellkultur | Placebo | Dosis 0.1 | Dosis 1.0 | Dosis 10
0.094 0.14 0.14 0.168
1 0.122 0.10 0.21 0.169
0.053 0.10 0.13 0.146
0.065 0 0.09 0.349
2 0.003 0.03 0.155 0.295
0.049 0.08 0.109 0.209
0.101 0.05 0.122 0.129
3 0.039 0.08 0.198 0.058
0.028 0.02 0.148 0.055
0.058 0.06 0.121 0.144
4 0.106 0.06 0.143 0.196
0.065 0 0.007 0.133
0.186 0.06 0.195 0.225
5 0.186 0.06 0.199 0.227
0.193 0.11 0.217 0.254




2 Notationen und Grundlagen

An dieser Stelle werden die Notationen eingefithrt und die theoretischen Grundlagen
fiir die folgenden Sachverhalte vorgestellt, um dem Leser den Einstieg in die Thematik
zu erleichtern und als Basis fiir das spétere Verstandnis zu dienen.

2.1 Notationen

Um die schwer zu handhabende Summen-Schreibweise zu umgehen, werden Lineare
Modelle in Vektor- und Matrixschreibweise dargestellt.

Fir feste Vektoren — Vektoren mit konstanten Komponenten — werden kleine fett her-
vorgehobene Buchstaben verwendet: b = (by,...,b,)"; fiir Zufallsvektoren — Vektoren
dessen Komponenten Zufallsvariablen sind — werden grofle fett hervorgehobene Buch-
staben eingesetzt: Z = (Z1,...,7,)".

Oft gebrauchliche spezielle Vektoren sind der Einser-Vektor 1, = (1,...,1) € R™ und
der Null-Vektor 0, = (0,...,0) € R™.

Fiir die Kennzeichnung von Matrizen werden grofle fett hervorgehobene Buchstaben

benutzt :
aiyp ... Qip

A= (a,-j) = e < R™*™,
am1 --- Qmn

Die Transponierte einer Matrix wird durch A" gekennzeichnet.
Auch fiir die Matrizen existiert ein Analogon zu dem Einser-Vektor — die Finser-Matriz

1 ... 1
Jn: ERan’

sowie die Null-Matriz

o0=| : .. 1 | eR™™
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Weitere spezielle Matrizen sind die Finheitsmatrixz

1
I, =

und die Projektionsmatrix

E R’n)(n

S|
S|

=3 =

3

d

1
n

€ R™ (2.1.1)

Die quadratischen Matrizen P,, I,, und %Jn sind Projektoren, das heif3t sie sind sym-
metrisch und idempotent. Diese wertvollen Eigenschaften kommen in der vorliegenden

Arbeit an gegebenen Stellen zum Einsatz.

Aufer der iiblichen Matrixmultiplikation werden zwei weitere Matrixprodukte verwen-

det:

o Kronecker Summe: A D B = (%‘L)

CLHB

o Kronecker Produkt: A @ B =

alnB

amlB

2.2 Kontrastmatrizen

U B

Bei multiplen Kontrasttests werden Kontrastmatrizen fiir die Formulierung der Nullhy-
pothesen verwendet. Eine Kontrastmatriz hat die Eigenschaft, dass die Zeilensummen

jeweils Null ergeben:

/
Cy Ci1 - Cud
C = C’e = Cy1
CI C o« s . C
q ql qd

dabei steht ¢ fiir die Anzahl von Kontrasten.

s=1

: d
Cod GRqu, ZCZSIO Vﬁzl,...,q,

Jeder Zeilenvektor ¢, einer Kontrastmatrix ist ein Kontrast, so beinhaltet eine

Kontrastmatrix ¢ Kontraste.



2.2 Kontrastmatrizen

Einzelne Vergleiche, die sich an die Fragestellung der Anwender richten, werden
durch die Multiplikation der Kontrastvektoren ¢, = (¢, ..., ¢,) mit dem Vektor der
Erwartungswerte g = (pq, ..., ptq)" durchgefiihrt.

Es existiert bereits eine gewisse Anzahl von vordefinierten Kontrastmatrizen. Mit Hilfe
einer kleinen Auswahl daraus werden im Folgenden die multiplen Kontrasttests kon-
struiert. Die dabei verwendeten Kontrastmatrizen werden nun kurz vorgestellt:

e Tukey-Kontraste (All-Pairs-Comparisons):

Unter Verwendung der Tukey-Kontrastmatrix Cp werden in einem einfakto-
riellen Modell ¢ = (g) paarweise Vergleiche zwischen den Erwartungswerten
fi, - ., pg durchgefithrt (siche Tukey [21], 1955). Beispielsweise werden fiir d = 4
insgesamt ¢ = 6 paarweise Vergleiche realisiert:

1 -1 0 0 H1 — M2
1 0 -1 0 21 M1 — 3
(1 0 0 -1 Yo M1 — Mg 6
N . po—ps | €
0o 1 0 -1 fh4 Mo — [
0 O 1 -1 M3 — Ha

Dunnett-Kontraste (Many-To-One):

Mittels einer Dunnett-Kontrastmatrix Cp werden ¢ = d — 1 paarweise Ver-
gleiche des Erwartungswertes einer ausgewéhlten Faktorstufe mit den tibrigen
Erwartungswerten durchgefiihrt (siehe Dunnett [7], 1955). In der Regel wird der
Referenzwert in der ersten Faktorstufe platziert — man spricht in diesem Zusam-
menhang oft von einem Baseline-Vergleich:

. 0 . . . H1 MH1 — U3

Cop=| = | = . e R,
P () :
1 0 0 -1 f M1 — fd

Williams-Kontraste (Trend):

Mit Hilfe einer Williams-Kontrastmatrix Cy, wird — wie beim Dunnett-Kontrast
— der Erwartungswert der ausgewahlten Referenz-Faktorstufe mit den iibrigen
Erwartungswerten verglichen (sieche Williams [23], 1972; Bretz [2], 1999). Im Ge-
gensatz zu Dunnett-Kontrasten werden hier komplexe Vergleiche durchgefiihrt:
Der Referenzerwartungswert und eine gewichtete Linearkombination der Erwar-
tungswerte der restlichen Faktorstufen werden einander gegeniibergestellt. Die
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Gewichtung der Erwartungswerte erfolgt in Abhéngigkeit von den Stichprobe-
numfangen n;:

1 0 e 0 —1
DY .« .. —_— nd_l _— nd
1 0 ndg+nd—1 ng+nd—1
Cy =
1 —— P — 5 — T
D oigmi D ima M Dima (d—1)xd

Im balancierten Fall, d.h. wenn die Stichprobenumfange gleich sind, vereinfacht
sich die Kontrastmatrix zu:

1 0 0 -1
1 0 T _1
Cw=|. . . 22
T TS T

d—1 d—1 d—1 (d—1)xd

Demzufolge werden die Williams-Kontraste bei den Beobachtungen an einer ho-
mogenen Gruppe von n Versuchseinheiten und d Messpunkten pro Versuchsein-
heit wie folgt aussehen:

M1 — Hd

M1 — %(,Ud—l + f1a)

Cwll, = c Rd_l.

i — 20,

Williams-Kontraste sind speziell dafiir entwickelt worden, damit die Trendalter-
nativen effizienter aufgedeckt werden konnen (siche Bretz [2], 1999).

Average-Kontraste:
Bei Average-Kontrasten werden komplexe Vergleiche durchgefiihrt: Es werden
jeweils die Erwartungswerte einzelner Faktorstufen ps mit dem Mittelwert iiber
alle Erwartungswerte 1. = éZle is verglichen. Die Besonderheit dieser Kon-
traste liegt darin, dass Average-Kontraste ebenfalls der Varianzanalyse zugrunde
liegen und dadurch eine gewisse Vergleichbarkeit zu dieser herstellen.
Average-Kontraste werden unter Einsatz der Projektionsmatrix Py (2.1.1] S.
konstruiert. Die Anzahl der Vergleiche ¢ entspricht der Dimension d des Erwar-
tungswertvektors:
H1 — [
P, = : e R4

Hd — H.



2.3 Mehrfaktorielle lineare gemischte Modelle

Ein weiteres Charakteristikum dieser Kontrastmatrix ist darin zu sehen, dass
bei dem Projektor P, nicht nur die Zeilensumme Null ergibt, sondern auch die

Spaltensummen:
1,P,=0=P,1,.

Die Entscheidung fiir eine bestimmte Kontrastmatrix héngt von den konkreten
Fragestellungen der jeweiligen Studie ab und ist keinesfalls auf die hier vorgestellten
oder in der Literatur definierten Kontrastmatrizen begrenzt. Benutzerdefinierte
Matrizen, die die Eigenschaften einer Kontrastmatrix besitzen, konnen bei speziellen
Fragestellungen eine optimale statistische Analyse gewahrleisten.

2.3 Mehrfaktorielle lineare gemischte Modelle

Lineare gemischte Modelle bilden die Grundlage der vorliegenden Diplomarbeit.
An dieser Stelle sollen diese Modelle zunéchst definiert sowie die Modellannahmen
festgelegt werden.

Bei einem Experiment werden Versuchseinheiten in einer gezielt konstruierten Situati-
on beobachtet. Die einzelnen Versuchsdesigns entstehen durch eine systematische Aus-
wahl der vermutlichen Einflussfaktoren. Solche Einflussfaktoren kénnen beispielsweise
Zeit, Dosis oder Alter sein, die verschiedenen Auspragungen des jeweiligen Faktors
werden durch Faktorstufen reprasentiert. Man spricht von gemischten Modellen genau
dann, wenn in einem Modell sowohl feste als auch zufallige Faktoren vorhanden sind.

o [este Faktoren sind dadurch gekennzeichnet, dass die Faktorstufen eindeutig
definiert sind und bei einer eventuellen Versuchswiederholung dieselben Faktor-
stufen verwendet werden.

e Zufillige Faktoren dagegen sind eine zuféllige Auswahl aus einer Grundgesamt-
heit — man spricht dabei auch von einer Stichprobe. Im Falle einer Wiederholung
des Experiments werden die Faktorstufen wieder zufallig aus der Grundgesamt-
heit gewéahlt. Die Faktorstufen eines zuféalligen Faktors sind unbeobachtbare Zu-
fallsvariablen.

Folgende Ausgangssituation liegt der nachstehenden Betrachtung zugrunde: Es wer-
den Beobachtungen an n Versuchseinheiten durchgefiihrt, diese sind die unabhéngigen
Wiederholungen des Versuches. Pro Versuchseinheit gibt es d Messwiederholungen
(Repeated Measures) — es sind Messungen in d Faktorstufen des festen Sub-Plot-
Faktors D.

Werden die Daten von a verschiedenen Gruppen der Versuchseinheiten erhoben, so
liegt ein fester Whole-Plot Faktor A in a Stufen vor. Die Anzahl der unabhédngigen
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2 Notationen und Grundlagen

Wiederholungen n; kann von Gruppe zu Gruppe variieren und n = > ; n; bezeichnet
dabei die Anzahl der Versuchseinheiten in dem gesamten Experiment.

In diesem Fall steht ein normalverteilter Zufallsvektor
Yie = Yiet, - Yira) ~ N(wi, S;) furalle k=1,...,n;undi=1,...,aq,

mit dem Erwartungswertvektor p; = E(Yi) = (@i, - - -, ftig) und der Kovarianzmatrix
S; = Cov(Y;) fir die Beobachtungen an der k-ten Versuchseinheit in der i-ten Gruppe.
Dabei sind die Beobachtungsvektoren aus unterschiedlichen Gruppen Y;; und Y;, fiir
alle i # i’ sowie die Beobachtungen innerhalb einer jeweiligen Gruppe an verschiedenen
Versuchseinheiten Y, und Y, fiir alle & # k' voneinander unabhéngig.

Die Beobachtungen innerhalb einer Gruppe werden zu einem Zufallsvektor
Y, = (Y,....Y,,) € R*" zusammengefasst, der normalverteilt ist mit dem
Erwartungswertvektor F(Y;) = 1, ® pu; und der Kovarianzmatrix Couv(Y;) = I,,, ® S;.
In der vorliegenden Arbeit wird ein Spezialfall der Kovarianzstrukturen der Gruppen
betrachtet: Es wird angenommen, dass die Kovarianzmatrizen in allen Gruppen
S; =8y =: S fur allei, i =1,...,a gleich sind, d.h. es wird von der Homoskedastizi-
tat der Daten ausgegangen.

Die Gesamtheit der Beobachtungen wird in einem normalverteilten N-dimensionalen
Zufallsvektor Y, mit N = Y% | d - n;, zusammengefasst:

Y = (Y/,....Y)) ~ N(uy,V), (2.3.2)

mit dem Erwartungswertvektor py = E(Y) = (1, ® py,..., 1, ® p,)" und der
Kovarianzmatrix V. = Cov(Y) =@, I,, ® S.
Die genaue Definition der multivariaten Normalverteilung gemafi Johnson und Kotz

[11] (1972) befindet sich in Anhang auf Seite [71]

Mit der Designmatrix fiir die festen Faktoren X; € RV*% und derjenigen fiir die

zufilligen Faktoren Xy = (Xo1: -1 Xo,), mit Xy € RY*™ wird ein linearer Zusam-
menhang durch das Modell

Y = (X,:Xs) ( K

7z ) +e=Xu+ X2Z +e, (2.3.3)

beschrieben. Beide Designmatrizen sind reguldr, d.h. | X;| # 0 sowie | X5| # 0 und
po= (1) = (a1, Mds -5 Maly - - - Haa)' steht fiir einen unbekannten
Erwartungswertvektor, der noch zu schatzen ist.

Die Stufen der zufalligen Faktoren werden durch den normalverteilten Zufallsvektor
Z = (Zy:--:Z) mit Z; = (Zn,...,Zm,) ~ N(0,721,,) dargestellt, dabei sind Zj,
und Z;y fur alledi 44 =1,...,aund k # k' = 1,...,n; unabhangig.
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2.3 Mehrfaktorielle lineare gemischte Modelle

Der Versuchsfehler € = (€111, ..., €an,a) ~ N(0,0%Iy) wird ebenfalls als normalver-
teilt angenommen.

Kurz zusammengefasst heifit dass: Die zugrundeliegenden Annahmen dieses Modells
sind zum einen die Normalverteilung des Zufallsvektors Y, und zum anderen die
Unabhéangigkeit des Versuchsfehlers € und der zufalligen Faktoren Z. Daraus ergibt
sich die Struktur der Kovarianzmatrix des Zufallsvektors Y;.. Fiir die Kovarianz und
die Varianz der Beobachtungen Y;.s und Yjis an der k-ten Versuchseinheit der i-ten
Gruppe gilt:

COU(K!&% Y;ks’) = F [(Y;ks - E(Kks))(y;k:s/ - E(Y:Lks’))] = T2

und Var(Yigs) = FE[(Yigs — E(Yigs))?] = 72 + 02

Also hat die Kovarianzmatrix von Y;; folgende Struktur:

o>4+712 2 ... 72
2 :
S = UQId+T2Jd = T . (234)
2
72 2 02472

Diese Kovarianzstruktur wird als Compound-Symmetry bezeichnet. Die Annahme
einer solchen Kovarianzstruktur ist dann berechtigt, wenn es sich beispielsweise um ein
Laborexperiment handelt, bei dem Zellkulturen gleicher Abstammung aufgeteilt und
unter verschiedenen Bedingungen untersucht werden. In einem solchen Fall ist davon
auszugehen, dass sowohl die Kovarianzen zwischen den verschiedenen Beobachtungen
an einer Versuchseinheit als auch die Varianzen dieser Beobachtungen gleich sind.

Um auf das einfiihrende Beispiel (siehe [I.3] S[f) zurtickzukommen: Hier liegt ein
einfaktorielles Modell mit dem Faktor Dosis in vier Faktorstufen vor. Die unabhangige
Wiederholungen des Versuches mit fiinf verschiedenen Zellkulturen stellen die Stufen
des zufalligen Faktors dar. Die Messungen an einer Zellkultur sind die Repeated
Measures und die Annahme der Compound-Symmetry-Kovarianzstruktur ist in
diesem Fall berechtigt.
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2 Notationen und Grundlagen

2.4 Datenauswertung mit Hilfe der Repeated
Measures ANOVA

Statistisches Testen besteht in der Formulierung zweier komplementérer Hypothesen:
Einer Nullhypothese Hy, die zu iiberpriifen ist und einer Alternativhypothese H;y. Er-
stere beinhaltet die Aussage ,Es gibt keinen Einfluss des Faktors auf die Messgrofie
und wird auf Grundlage einer stichprobenabhangigen Priifgrofle, deren Verteilung
unter der Annahme der Giiltigkeit der Nullhypothese bekannt ist, iiberpriift.

Im Idealfall sollte die Nullhypothese dann angenommen werden, wenn keine Un-
terschiede zwischen den Faktorstufen vorliegen, und abgelehnt werden, wenn dies
nicht der Fall ist. Tatséchlich kann es sowohl falsch-negative als auch falsch-positive
Testentscheidungen geben.

Es werden zwei Fehlerarten unterschieden: Man spricht von Fehler 1. Art, wenn
die Nullhypothese H, falschlicherweise abgelehnt wird und von Fehler 2. Art, wenn
die Nullhypothese Hy nicht abgelehnt wird, obwohl die Alternative zutrifft. Die
Wahrscheinlichkeit « fiir den Fehler 1. Art wird als Signifikanzniveau bzw. als Niveau
des Tests bezeichnet. Die Grole (1 — ) heifit auch Power des Tests, wobei 3 die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art ist.

Welches Testverfahren konkret angewandt wird, hangt von den Eigenschaften der Be-
obachtungen ab. Liegen normalverteilte homoskedastische Beobachtungen vor, wird
klassischerweise die Varianzanalyse mit Hilfe der Repeated Measures ANOVA durch-
gefithrt. Diese erfolgt in drei Schritten:

o Uberpriifung der Globalhypothese: Mit Hilfe der Repeated Measures
ANOVA wird eine globale Nullhypothese iiber die Haupteffekte bzw. die Wech-
selwirkung tiberpriift. So werden beispielsweise in einem zweifaktoriellen Modell
mit dem Faktor A in a Stufen und Faktor D in d Stufen folgende Nullhypothesen
formuliert:

Wechselwirkung Hé“D : Hupp =0, mit Hyp = P, ® Py,
Haupteffekt A Hg':  Hap =0, mit Hy = P, ® 51/,
Haupteffekt D HY :  Hppu =0, mit Hp = 11/, ® P,

H,p, Hy und Hp sind dabei Hypothesenmatrizen.

Um diese zu testen, werden Statistiken konstruiert, die unter jeweiligen Null-
hypothesen F-verteilt sind. Die Teststatistiken fiir die ein- und zweifaktoriellen
Designs sind im Anhang auf Seite [83] abgebildet.

Wird die globale Nullhypothese fiir den Haupteffekt verworfen, geht man zum
nachsten Schritt der statistischen Analyse tiber.
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2.4 Datenauswertung mit Hilfe der Repeated Measures ANOVA

o Multiples Testen: Es werden paarweise Vergleiche durchgefiithrt, um die vorlie-
genden Unterschiede zu lokalisieren. Fithrt man die multiplen Tests jeweils zum
Signifikanzniveau « (gewéhlte Irrtumswahrscheinlichkeit) durch, so wird in der
Regel die Wahrscheinlichkeit mindestens eine Nullhypothese félschlicherweise zu
verwerfen, « iibersteigen. Also werden lokale Signifikanzniveaus in Einzelverglei-
chen derart angepasst, dass das gewéhlte multiple Signifikanzniveau moglichst
eingehalten wird. Dazu existieren diverse Testverfahren (Bonferroni-Holm [10],
1979; Scheffé-Test [18], 1959; usw.), die das lokale Signifikanzniveau auf verschie-
dene Art und Weise adjustieren und die familienbezogene Fehlerrate (family wise
error rate, FWER) streng kontrollieren (siehe z.B. Hochberg und Tamhane [9],
1987).

e Konstruktion der Konfidenzintervalle: In der Regel wird die Konstruktion von
Konfidenzintervallen von Anwendern und Behorden (ICH E9 Guideline) gefor-
dert. Die auf der Grundlage von paarweisen Vergleichen konstruierten Konfiden-
zintervalle sind aber nicht unbedingt mit der Testentscheidung kompatibel: Bei
einer Ablehnung der Nullhypothese ist es nicht ausgeschlossen, dass eines der zu
dieser Hypothese konstruierten Konfidenzintervalle die Null enthalt.

Besteht zwischen den zu untersuchenden Faktoren eine Wechselwirkung, sind die
Schatzer fir die Effekte verzerrt und die Ergebnisse der Tests fiir die Haupteffekte
nicht zuverldssig. Es konnte sowohl ein signifikanter Unterschied zwischen den
Faktorstufen festgestellt werden, obwohl es tatsachlich keine Differenz gibt, als auch
eine tatsdchlich vorliegende Diskrepanz nicht erkannt werden. Daher sollten die
Haupteffekte der Faktoren in entsprechend aufgetrennten Datensiatzen untersucht
werden. Auf diesem Wege kann ein wechselseitiger Einfluss der Faktoren ausgeschlos-
sen werden.

Die Entscheidungen iiber die Existenz der Haupteffekte werden nach folgendem Sche-
ma getroffen:

e Zunachst wird tberpriift, ob eine signifikante Wechselwirkung vorliegt: Die Null-
hypothese Hg'P wird gepriift.

e Falls H'P signifikant abgelehnt wird, teilt man den Datensatz Y nach
Stufen des Faktors D auf: Yy,....Y,, ..., Y; , mit
Y. = Vs, Yinsy -y Yalsy - - - s Yans) € R*. Daraufhin wird der Haupteffekt
des Faktors A in d parallelen einfaktoriellen F-Tests zum adjustierten Signifi-
kanzniveau a4 untersucht. Fiir die Adjustierung des Signifikanzniveaus wird in
dieser Arbeit die Bonferroni-Methode (siehe Bonferroni [I], 1936) gewéhlt. Die
Nullhypothese fiir den Haupteffekt des Faktors A wird genau dann verworfen,
wenn in mindestens einem der einfaktoriellen F-Tests die Nullhypothese verwor-
fen wird. Die Haupteffekte des Faktors D werden analog in a parallelen einfakto-
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2 Notationen und Grundlagen

riellen F-Tests in den Datensétzen Y7, ..., Y, ..., Y, zum Signifikanzniveau ap
analysiert.

e Falls keine signifikante Wechselwirkung vorliegt, d.h. falls Hs'P angenommen
wird, werden die Nullhypothesen Hg' oder HP gepriift.

Diese Vorgehensweise wird als ,,sequentielles Testen® bezeichnet. Werden die Tests
auf Haupteffekte und Wechselwirkung jeweils zum Signifikanzniveau a durchgefiihrt,
so wird die FWER nicht mehr kontrolliert, da die Testeintscheidungen voneinander
abhéngig sind. In der Regel wird das vorgegebene Signifikanzniveau tiberschritten —
man spricht in diesem Fall von [iberalem Testverhalten.

Die Ergebnisse der Simulationsstudien sind in Abbildung [6.2] in Abschnitt [6.2.1] auf
Seite [57] dargestellt.

16



3 Simultane Testverfahren

In den letzten sechzig Jahren sind verschiedene simultane Testverfahren entwickelt
worden, die in der Lage sind, das Problem der Einhaltung des multiplen Signifi-
kanzniveaus durch Adjustierung des lokalen Testniveaus «y — das Testniveau fiir die
Teilhypothese HE —, zu 16sen.

So erhélt man beispielsweise bei der sogenannten Bonferroni-Korrektur (Bonferroni
[1], 1936) die simultanen Konfidenzintervalle mittels Konstruktion von ¢ Konfidenzin-
tervallen jeweils zum Niveau oy = %. Diese Methode ist einfach in der Durchfiihrung
und fiir verschiedene multiple Testsituationen geeignet. Eventuelle Korrelationen
zwischen den einzelnen Testgroffen werden hier bei der Korrektur der Signifikanzni-
veaus nicht berticksichtigt. Dies fiihrt zu einem konservativen Test: Die tatséchliche
Uberdeckungswahrscheinlichkeit der simultanen Konfidenzintervalle ist groSer als
(1—a).

Auch bei der Konstruktion von simultanen Konfidenzintervallen nach Scheffé [18]
(1959) und Tukey (siche Hochberg und Tamhane [17] (1987), Kapitel 8) wird die
Korrelation zwischen den einzelnen Tests bei der Adjustierung des Signifikanzniveaus
nicht beriicksichtigt.

3.1 Das Verfahren von Bretz et al. (2001)

Das von Bretz, Genz und Hothorn (siehe Bretz et al. [3], (2001)) in ihrem Artikel ,,On
the Numerical Availibility of Multiple Comparison Procedurs® prasentierte Verfahren
basiert auf der Union-Intersection-Methode und berticksichtigt, im Gegensatz zu den
oben erwdhnten multiplen Tests, die Korrelation zwischen den einzelnen Tests. Die im
Artikel vorgestellte numerische Losung zur Berechnung der dquikoordinaten Quantile
der g-variaten t-Verteilung basiert auf einer Quasi-Monte-Carlo-Methode und bezieht
die Korrelationsmatrix in die Kalkulation mit ein.

Das Verfahren von Bretz, Genz und Hothorn wurde fiir homoskedastische unabhéangi-
ge normalverteilte Beobachtungen Yy, ~ N(us,0%) fir s=1,...,dund k = 1,..., n,
entwickelt. Der Erwartungswertvektor der Stichproben p wird durch g = (fiy, . . ., fiq)’
geschiitzt. Dieser ist ebenfalls normalverteilt i ~ (@, 0?V) mit V' = diag (nil, - ),

’ fd
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3 Simultane Testverfahren

wobei ng fiir den Stichprobenumfang der s-ten Stichprobe steht.
Die Varianz o2 wird durch Stichprobenvarianz S? geschitzt, so dass der Schitzer
einer skalierten y2-Verteilung folgt: U—’QSQ ~ x2.

Fiir eine Auswahl von Kontrasten ¢ fir ¢ = 1,..., ¢ werden Teilhypothesen
H§ : ¢y = 0 iiber die Linearkombination von Erwartungswerten p, formuliert. Zu
jeder Teilhypothese HE gehort eine Priifgroe

d ~
Es 1 clS/"LS

Ty =
\/ s=1 Cfs/ns
Der Vektor der Teststatistiken
! . Zg 1 Ceslhs
T = (Tl, .. ,Tq) ~ tq,l/,é,Ra mit § = (311)
g \/ s=1 cfs/ns 1,...,q

folgt einer g¢-variaten t-Verteilung mit v Freiheitsgraden, dem Nichtzentralitatspa-
rameter d und der Korrelationsmatrix R. Letztere wird durch die Standardisierung
von dem Produkt ¢2CVC’ der Kontrastmatrix C und der Kovarianzmatrix des
Mittelwertvektors o2V erhalten.

Unter der Nullhypothese ist & = 0, folglich ist die Teststatistik T" unter H, zentral
g-variat t-verteilt. Die genaue Definition der multivariaten t-Verteilung geméaf3
Johnson und Kotz [11] (1972) befindet sich im Anhang auf Seite

Eine Teilhypothese Hf wird zweiseitig abgelehnt, wenn der Betrag der entsprechenden
PriifgroBle |1;| groBer ist, als das zugehorige (1 — av)-Quantil der ¢-Verteilung ¢, , r.1—a-
Die Entscheidung iiber die Giiltigkeit der globalen Nullhypothese Hy : pty = -+ = g
kann auf Grundlage der Teststatistiken 7T, getroffen werden. Die dazugehorige Test-
grofle ist das Maximum der Teststatistiken T, fiir £ =1,...,¢:

Tnaz = maz{|T1], ..., |T,|}.

Die Globalhypothese H, wird abgelehnt, falls T,,, grofier als das (1 — «)-Quantil
tq,V,R,l—Oé ist.

Sowohl die einzelnen Teststatistiken 7, als auch die Maximum-Teststatistik 7},
werden mit einem einzigen Quantil ¢, ,, g 1—, der multivariaten ¢-Verteilung verglichen.
Dadurch ist sichergestellt, dass das multiple Signifikanzniveau « eingehalten wird.
Bei der Konstruktion von simultanen (1 — «)-Konfidenzintervallen wird ebenfalls auf
dieses Quantil zurtickgegriffen.
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3.1 Das Verfahren von Bretz et al. (2001)

Das Konfidenzintervall Z., zu dem /-ten Vergleich nimmt dann folgende Gestalt an:

d d d d
Ice = Z Cfs,as - tq,y,R,l—a S Z C%S/ns s Z CZs,as + tq,l/,R,l—a S Z C?S/ns ] .
s=1 s=1 s=1 s=1

Die Testentscheidungen koénnen ebenso auf Grundlage der Konfidenzintervalle ge-
troffen werden. Die Nullhypothese H{ wird dann abgelehnt, wenn das zugehérige
Konfidenzintervall Z., die Null nicht beinhaltet. Die Globalhypothese wird abgelehnt,
sobald in mindestens einem der Konfidenzintervalle Z., fir ¢ =1, ..., ¢ die Null nicht
enthalten ist.

Oft ist die Annahme der Unabhéngigkeit jedoch durch das Versuchsdesign nicht ge-
rechtfertigt. Daher wére es sinnvoll, die Methode von Bretz, Genz und Hothorn auf die
nicht notwendigerweise unabhangigen Beobachtungen zu erweitern, was in der vorlie-
genden Arbeit durchgefiihrt worden ist.

Dabei bestand die grofite Schwierigkeit darin, einen Analogon fiir den Varianzschétzer
52, der von Bretz et al. fiir unabhingige normalverteilte homoskedastische Beobach-
tungen hergeleitet wurde, fiir die Repeated Measures zu entwickeln. Dieser Schétzer
ist nicht nur erwartungstreu, sondern folgt auch einer skalierten y2-Verteilung. So-
mit folgt eine Testgrofle, die nach dem gleichen Prinzip wie die Testgrofle T
konstruiert ist, einer exakten multivariaten ¢-Verteilung.
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3 Simultane Testverfahren
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4 Simultane Konfidenzintervalle fur
eine Gruppe

Zunéchst wird in diesem Abschnitt ein einfaches Studiendesign — das einfaktorielle
Design — in den Fokus geriickt. Anschlieend werden multiple Kontrasttests und si-
multane Konfidenzintervalle fiir ein Design mit einer Gruppe von Versuchseinheiten
und zwei Sub-Plot-Faktoren hergeleitet.

4.1 RM-F1: Einfaktorielles Design

4.1.1 Statistisches Modell

Untersucht wird eine homogene Gruppe von n Versuchseinheiten (VE), die einer
Behandlung unterzogen werden. Dabei werden an jeder Versuchseinheit d Messungen
durchgefiihrt, so dass die Gesamtzahl aller Messpunkte N = nd betragt.

Es liegt ein einfaktorielles Modell mit einem festen Faktor D und n unabhéngigen
Wiederholungen vor:

Tabelle 4.1: Beobachtungen in einem RM-F1-Design

VE Faktor D Beobachtungsvektor
Ll---[s[-]4d
L (Y |- | Yy | oo | Yig Y,
k| Y | -o- | Yis | oo+ | Yia Yy
n Ynl e Yns e Ynd Yn

Die Beobachtungen an einer Versuchseinheit Y} sind d-variat normalverteilt:
Y;gz (Ykl,...,ka)lNN(/,l,, S), (411)

mit dem Erwartunswertvektor g = E(Y;) = (p1, ..., pq) und der Kovarianzmatrix
S =Cov(Y) =1, + 2J,.
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

An verschiedenen Versuchseinheiten Y; und Y} sind die Beobachtungen fur alle k& # k'
unabhéangig und bilden den Vektor aller Beobachtungen

Y = (Y/,....Y/,....Y!) ~ N(uy, V). (4.1.2)

n

Dieser ist normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor py = E(Y) = 1,, ® p und
der Kovarianzmatrix V.= Cov(Y) =1, ® S.
Es wird ein linearer Zusammenhang angenommen:

Yis=ps+Zp+es firk=1,....nund s=1,...,d,
beziehungsweise in der Matrixschreibweise:

Y=1,9L)pu+ 1,1, Z +e¢, (4.1.3)

X1 Xo

mit X; und X5 als Designmatrizen (vgl. in (2.3.3), S.[12).

Der Erwartungswertvektor p ist noch unbekannt und wird aus den Daten geschétzt.
Nach dem Satz von Gauss-Markov-Aitken (siche Anhang S. kann p durch
den gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schitzer gy = (X[ X;) ' XY = Y. erwar-
tungstreu geschétzt werden. Das ist moglich, da die Bedingung

X\ V(Iy-X, (X X)'X))=0
erfiillt ist und somit gilt:
p=po=Y. =Y. Y, (4.1.4)

Dabei steht Y., = %2221 Y., fir den Mittelwert in der s-ten Stufe des Faktors D.

4.1.2 Hypothesen, Vektor der Vergleiche und seine
Kovarianzmatrix

Im Gegensatz zur Varianzanalyse werden bei den multiplen Kontrasttests die paarwei-
sen bzw. komplexen Vergleiche durchgefiihrt, ohne zuvor die Globalhypothese gepriift
zu haben — d.h. ohne festzustellen, ob iiberhaupt an irgendeiner Stelle ein Unterschied
zwischen den Faktorstufen vorliegt.

In Bezug auf das vorliegende Design ist es von Interesse, ob zwischen den Faktorstufen
des Faktors D signifikante Unterschiede existieren. Ebenso wichtig ist es herauszufin-
den, wo genau und wie grofy diese Unterschiede sind. Um diese Fragen zu beantworten,
wird eine Familie von Nullhypothesen F = {Hj, ..., H{} gebildet. Die einzelnen Teil-
hypothesen werden mit Hilfe des Erwartungswertvektors g und einer im Abschnitt
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4.1 RM-F1: Einfaktorielles Design

présentierten Kontrastmatrix C = (cj, ..., c;) formuliert:
HS: cpu=0, firallelf=1,...,q. (4.1.5)
Die Globalhypothese HP : py = .-+ = pg fiir den Test auf Haupteffekt D ist ein

Schnitt der Teilhypothesen HY = Mi<i<q {Hg}. Also wird durch das Priifen der
Teilhypothesen auch die Globalhypothese getestet.

Fiir die Uberpriifung der Nullhypothese H§ wird eine t-verteilte Teststatistik 7}
konstruiert. Diese wird tiber den Vergleich 7, = ¢;t und seine Varianz Var(7,)
formuliert. Die einzelnen Vergleiche werden gleichzeitig durchgefithrt und bilden einen
Vektor der Vergleiche n = Cl.

Im Folgenden wird ein solcher Vektor und seine Kovarianzmatrix présentiert. Des
Weiteren wird die flir die Berechnung des ¢-variaten ¢-Quantils benétigte Korrelati-
onsmatrix des Vektors der Vergleiche gegeben.

Die Gestalt des Vektors der Vergleiche hingt von der Wahl der Kontrastmatrix ab.
Fiir Dunnett-Kontraste werden sowohl die Kovarianz- als auch die Korrelationsmatrix
des Vektors der Vergleiche

ﬁ:Cij’: ﬁl_ﬂ%"'aﬂl_ﬂd :(ﬁlvvﬁq),eRq7 mltq:d_lv (416)
T T
=m =g
beispielsweise an dieser Stelle angegeben. Die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

fir die tibrigen im Abschnitt [2.2] vorgestellten Kontraste befinden sich im Anhang
auf Seite 85

Fiir die Kovarianzmatrix von 7 gilt gemaf dem Satz[A.1.10] (siehe Anhang, S. [74):
1
Cov(n) = Cov(Cpl) =CL1SC' = — <O'2CId C' +72CJ, C") :
" =0

wobei S (4.1.1)) die Kovarianzmatrix von Y}, ist.
Dann gilt fiir die Kovarianzmatrix von /n:

2 1 1
1
3 = Cov(y/nf)) = 0°C C' = o* (4.1.7)
)
1 --- 1 2

axq
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

Die Kovarianzmatrix 3 = (g )er=1,. 4 ist ¢ X ¢g-dimensional und die zugehorige Kor-
relationsmatrix R hat folgende Gestalt:

1 05 --- 0.5
0.5 .. . _ S,
R = (pw)ip=1,.q= . mit p,, = —%£—. (4.1.8)
: o005 SeeSerer
05 --- 05 1

Fur die Konstruktion der Korrelationsmatrix R ist die Information tiber die Kon-
trastmatrix und die Anzahl der Faktorstufen im jeweiligen Design hinreichend.

Allerdings werden fiir die Konstruktion der Teststatistiken 7, die Varianzen der ein-
zelnen Vergleiche benotigt, d.h. fiir die Teststatistik sind nur die Diagonalelemente der
Kovarianzmatrix relevant. Die Varianz der einzelnen Vergleiche setzt sich zusammen
aus einem konstanten Vorfaktor und o2

Sowohl bei 3 als auch bei den Kovarianzmatrizen der Vektoren der Vergleiche, die mit
den tbrigen Kontrastmatrizen in konstruiert sind, ist o2 die einzige unbekannte,
noch zu schétzende Grofe.

4.1.3 Varianzschatzer und seine Verteilung

Um eine Testgrofle zu konstruieren, die exakt multivariat ¢-verteilt ist, benotigen wir
einen Schitzer fiir o2, der nicht nur erwartungstreu ist, sondern auch einer skalierten
x2-Verteilung folgt.

SATZ 4.1.1. (ERWARTUNGSTREUE VARIANZSCHATZER)

Set Y = (Y{,....Y.,....)Y,))) ~ N(uy,V) ein normalverteilter Zufallsvektor mit
dem Erwartungswertvektor py = E(Y) = 1, ® p und der Kovarianzmatriz
V==CwY)=I,®8S, mitY, und p = E(Yy), und S = Cov(Yy).

Dann ist

7' = oY AY (4.1.9)

fiir eine symmetrische Matriz A = P, ® Py ein erwartungstreuer Schitzer fiir o.
Des Weiteren gilt:

"5 = LY'AY ~ 2

o2

ist zentral x*-verteilt mit v = r(A) Freiheitsgraden.

BEWEIS:
Es soll gezeigt werden: F(G%) = o2.
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4.1 RM-F1: Einfaktorielles Design

Dem Satz von Lancaster (A.1.12] S. zufolge gilt:

E

(T;)Y'AY) = 5 (Sp[A Cou(Y)| + E(Y)AE(Y))

= 5| Sl @ P, © 8)]+ (1,P,1,) ©(u/ Py )
=0

= 155 [Pn ® (Pd(02Id + TQJd))]
= ﬁ Sp [Pn ® O'2Pd] =o%

Also ist 3% ein erwartungstreuer Schatzer fiir 2.

r(A) ~2

Ebenfalls zu beweisen ist, dass ~5°0° = %Y’AY ~ X2
Es werden die Bedingungen des Satzes tiber die Verteilung von quadratischen Formen

A.1.14

| S. fiir die quadratische Form Y~ (%A) Y gepriift.

e Zum einen soll die Kovarianzmatrix V- = Cov(Y) = I,, ® S regulér sein. Diese
Voraussetzung ist erfiillt: Da die Matrizen I,, und S regular sind, d.h. |I,,| # 0
und | S| # 0, ist auch das Kroneckerprodukt der beiden Matrizen regulér:

V| =|I,® S| #0.

e Zum anderen soll das Produkt der Matrix %A und der Kovarianzmatrix V
2
idempotent sein, d.h. (U—EAV) = %AV.

Zunéachst wird nur das Produkt der Matrix ?12A und der Kovarianzmatrix V
betrachtet:

LAV =L(P,oP)I,®S)=%P,®0°Py=P,® P;= A.

Offensichtlich ist die Matrix A als Kroneckerprodukt von zwei idempotenten
Matrizen ebenfalls idempotent:

A’=(P,® P)(P,® P;) = P,® P,.

2
Somit gilt fir das Produkt: (%AV) = A? = A; also ist das Produkt der
Kovarianzmatrix V' und der Matrix %A idempotent.

e Schlieflich werden die Rénge von U—IQAV und %A auf Gleichheit tiberpriift:

r (ﬁAV) =r(A)=r (%A) :

Der Rang von dem Produkt %AV ist damit gleich dem Rang der Matrix U—IQA.
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

Alle Bedingungen des Satzes sind erfiillt, folglich ist die quadratische Form
%Y'AY ~ x2(\)

nichtzentral y%-verteilt mit v = r(A) = (n — 1)(d — 1) Freiheitsgraden und dem
Nichtzentralitdtsparameter A = F(Y ) AE(Y).
Da der Wert des Letzteren

A = (L) (5P.@ Pi) (1,0 1) = & (1,PL) & (1 Papt) = 0

=0

betrigt, ist die quadratische Form 5Y'AY = Tg‘;l) o2 zentral Y2-verteilt mit v Frei-

heitsgraden. O

4.1.4 Teststatistik und ihre Verteilung

Um die Nullhypothese HY (4.1.5)) zu testen, wird mit Hilfe eines Vektors der Vergleiche
7 und des Varianzschitzers 2 (4.1.9)) eine Teststatistik konstruiert:

!/
T Me )
T:\/ﬁT,...,T/:\/ﬁ — . q :
( 1 q) ( /f10'2 /f£02 /fq5'2

wobei f = (fi,..., fe,..., f;) ein von der Wahl der Kontrastmatrix abhingiger
Vektor von konstanten Vorfaktoren ist. Fiir Dunnett-, Tukey- und Average-Vergleiche
sind die Vorfaktoren in jeder Teilstatistik 7, gleich: f, = f fir alle ¢ =1,... q.

Der Vektor y/nn, wie in (4.1.6)) konstruiert, ist als Linearkombination normalverteilter
Zufallsvariablen ebenfalls normalverteilt:

Vi ~ N(vnm, X), mit /nijy ~ N(v/nne, fro?), fir 0=1,...,q,

mit dem Erwartungswertvektor \/nm und der Kovarianzmatrix ¥ = ¢?CC’ wie in
(4.1.7)).

Ein erwartungstreuer Varianzschitzer &2 fir o2, der einer skalierten y?2-
Verteilung folgt, wurde bereits hergeleitet. Um eine Aussage iiber die Verteilung der
Teststatistik treffen zu konnen, bleibt es lediglich zu zeigen, dass der Nenner und der
Zahler der Teststatistik T" voneinander unabhéngig sind.

SATZ 4.1.2. (VERTEILUNG DER TESTSTATISTIK )

Vnn ~ N(y/nm, X) sei ein g-dimensionaler normalverteilter Vektor der Vergleiche zu
einer Kontrastmatriz C € R™*? in , mit einem Erwartungswertvektor

E(y/nn) = /nm und der Kovarianzmatriz Cov(y/nn) = X, und R sei die Korrelati-
onsmatriz von \/nn, wie bereits im Abschm’tt formuliert.
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4.1 RM-F1: Einfaktorielles Design

Auferdem sei o*f = diag(X) ein Vektor der Diagonalelemente der Kovarianzmatriz
mit einem Vektor der konstanten Vorfaktoren f € RY. Des Weiteren sei 62 ein Schiit-

zer fiir 0% aus dem Satz mit %52 ~ x2.
Dann folgt die Teststatistik

Ty
T =+/n ~ tovsR
~9 ? PN q,v,0,
(\/ fio \/ fq02)
einer q-variaten t-Verteilung mit v Freiheitsgraden, der Korrelationsmatrix R und

dem Nichtzentralitatsparameter & = \/n <\/’J7f;)

. .
9"/ 1<0<q

Beweis. Es wird die Teststatistik

T — \/— ﬁl/\/ﬁ 7/7‘1/\/JT‘1),’

\/7’ "\ /f,5 52 /62

betrachtet, wobei f = (f1,..., f;)" ein fester Vektor der Vorfaktoren ist.
Der Schatzer des Erwartungswertvektors p ([4.1.4)) lasst sich als Produkt der Matrix

1 =1, ® I; und des Datenvektors Y darstellen: i = (Ya,...,.Y ) = (1 1 ® Id) Y.

Somlt ist der Vektor der Vergleiche durch n = Cpu =C (%1; ® Id) Y gegeben.
Zu zeigen ist, dass

/
(\7/7% \/ﬁjﬂ) =FA=FC(M,0L,)Y mde*=Y 5L (P,® P)Y
-B =
unabhéangig sind, wobei F' = diag(fi,..., f,) eine Diagonalmatrix ist.
In diesem Fall gilt:
BCoo(Y)A = FC (L, 01)(I,®S) (;p5p P © Pu)

= SFC | 11,1,P, | ® (I,SP;) =0,

T‘(Pn®P
=0

Nach dem Satz von Craig-Sakomoto (A.1.15 S. sind (ﬁl/\/ﬁ, e ,ﬁq/\/?q)/ und
o2 unabhangig.

Dementsprechend folgt die Teststatistik T' ~ t,, 5 r einer g-variaten ¢-Verteilung mit v
Freiheitsgraden, der Korrelationsmatrix R und dem Nichtzentralitdtsparameter §. [J

Im Abschnitt auf Seite 22| wurde ein Vektor der Vergleiche sowie seine Kovarianz-
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

und Korrelationsmatrizen am Beispiel der Dunnett-Kontraste vorgestellt. Die zu den
Dunnett-Vergleichen gehérende Teststatistik

,al_,as . M1 — MUs
Toun = V1 ~te,sr, Mit & =/n ,
¥ \/_< V202 )s—z d ot \/_< V202 >s—2 d

ist g-variat t-verteilt mit ¢ = d — 1, v = (n — 1)(d — 1) Freiheitsgraden, dem
Nichtzentralitatsparameter § und der Korrelationsmatrix R ([(£.1.8] S.[24).

=L,..., =Z,...,

Die Testentscheidung iiber die Nullhypothesen H§, d.h. iiber die Nichtexistenz eines
signifikanten Unterschieds im /¢-ten Vergleich, erfolgt aufgrund des Vergleichs jeder
einzelnen Teststatistik 7; mit dem &quikoordinaten (1 — a)- Quantil ¢,, g1_o der
t-Verteilung. Eine Nullhypothese H§ wird genau dann zweiseitig abgelehnt, wenn der
Betrag der Teststatistik |Ty| groBer ist als das Quantil ¢,, g 1-o. Dadurch wird nicht
nur eine bedeutende Differenz festgestellt, sondern gleichzeitig auch das Ausmaf
ebendieser ersichtlich. Diese Information ermoglicht es dem Anwender gleichfalls, die
Relevanz dieses Unterschieds zu beurteilen.

Dieser Informationsvorteil, der bei der Anwendung von multiplen Kontrasttests
besteht, ist bei den ANOVA-Tests nicht gegeben, da bei diesen ausschliefllich Global-
hypothesen betrachtet werden.

Die Globalhypothese HY fiir den Test auf Haupteffekt D als ein Schnitt der Teilhypo-
thesen wird bei den multiplen Kontrasttest dann abgelehnt, falls mindestens eine der
Teilhypothesen abgelehnt wird. Das heifit konkret: HP : y; = - -+ = pg wird abgelehnt,
wenn das Maximum tiiber den Betragen der Teststatistiken T},,, grofler als das Quantil

tq,z/,R,lfa ist.

4.1.5 Simultane Konfidenzintervalle

Die Testentscheidungen kénnen auch auf Grundlage der simultanen Konfidenzinter-
valle getroffen werden. Es werden ¢ Konfidenzintervalle konstruiert:

Ing = [ﬁé - tq,u,R,lfa féa-Q; ﬁf + tq,u,R,lfa \/ fEaQ

, furd=1,... q.

Die Nullhypothese H§ wird dann abgelehnt, wenn die Null nicht im Konfidenzintervall
Z,, enthalten ist, und die globale Nullhypothese H, wird abgelehnt, falls in mindestens
einem der Konfidenzintervalle Z,, fiir £ =1, ..., ¢ die Null nicht enthalten ist.

Alle Entscheidungen — die Testentscheidungen tiber die Teststatistiken und Testent-

scheidungen tiber die simultanen Konfidenzintervalle — sind kompatibel. Das bedeutet,
dass im Fall einer Ablehnung der Nullhypothese H}’ die entsprechenden Konfidenz-
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4.1 RM-F1: Einfaktorielles Design

intervalle Z,, die Null nicht beinhalten. Mit anderen Worten: Die Testentscheidungen
iiber die Teststatistiken stimmen immer mit den Testentscheidungen iiber die simul-
tanen Konfidenzintervalle iiberein.

Das multiple Signifikanzniveau wird bei diesem Verfahren gut eingehalten, die Ergeb-
nisse der dazugehorigen Simulationsstudien sind in Abbildung [6.1] in Abschnitt [6.2.]]
auf Seite [57] dargestellt.
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

4.2 RM-F2: Zweifaktorielles Design

Nun wird ein etwas komplexeres Modell als das bereits vorgestellte einfaktorielle
RM-F'1 betrachtet. Bei manchen Fragestellungen ist es angebracht, die Messungen zu
einem Faktor unter unterschiedlichen Bedingungen zu wiederholen. So entsteht ein
Versuchsplan mit einer Gruppe von Versuchseinheiten und zwei Sub-Plot-Faktoren.

4.2.1 Statistisches Modell

Das einfaktorielle Modell RM-F1 wird um einen weiteren Faktor erganzt. Es werden
insgesamt N = nbd Beobachtungen an n Versuchseinheiten (VE) einer homogenen
Gruppe gemacht. Zwei gekreuzte feste Faktoren liegen vor: Faktor B in b Stufen und

Faktor D in d Stufen.

Tabelle 4.2: Beobachtungen in einem RM-F2-Design

Faktor B Beobach-
1 Y ERE b -tungs-
VE Faktor D Faktor D -vektor
1 . S d 1 . S d
1 | Y Yiis Yiia Yip Yips Yipa Y,
E | Yin Yiis Y14 Yin1 Yiebs Yiba Y.
n Ynll Ynls Ynld anl ans and Yn

Die Beobachtungen an einer Versuchseinheit Y} sind (bd)-variat normalverteilt:

mit dem Erwartungswertvektor p = FE(Y;) = (111, - - -

}/I.C = (Yk117 .-

. ,kad)l ~ A]V(/,l;7 S),

y Midy - - -

Kovarianzmatrix S = Cov(Yy) = 0%Ig + 72 Jpq.
Die unabhangigen Beobachtungsvektoren Y} bilden den normalverteilten Vektor aller

Beobachtungen

Y = (Y/,....Y,, ...

dabei stehen py =

E(Y)

7Yr:>/ ~ N(MY7 V>7

» Hb1y - - -

(4.2.10)

, pa)” und der

(4.2.11)

1, ® p fir den Erwartungswertvektor und
V =Cov(Y)=1,®S fir die Kovarianzmatrix.

Es wird ein linearer Zusammenhang angenommen:
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4.2 RM-F2: Zweifaktorielles Design

Yijs = fjs + Zi +€rjs firk=1,...,n,7=1,...;bund s =1,...,d.

Fir die Gesamtheit aller Beobachtungen wird die Matrixschreibweise benutzt, um das
lineare Modell zu notieren (vgl. Abschnitt [2.3)):

Y = <1n®Ib®Id)ﬂ'+(In®1b®1d)Z+6- (4.2.12)
— —
X1 X2

Der Erwartungswertvektor g wird analog zum einfaktoriellen Design durch

p=Y = 11,....Y94,...,Yp1,...,Y pq) erwartungstreu geschitzt.

4.2.2 Hypothesen

Bei zwei- und mehrfaktoriellen Designs werden nicht nur die Haupteffekte jedes
einzelnen Faktors untersucht, sondern auch die Wechselwirkungen zwischen den
verschiedenen Faktoren, die fiir den Anwender ebenfalls von Interesse sein konnten.

e Haupteffekt B: Mit Hilfe einer Hypothesenmatrix Hp := C, ® él;l werden gp
Vergleiche zwischen den Stufen des Faktors B konstruiert, wobei
C, € R45*? eine der in vorgestellten Kontrastmatrizen ist.
Es wird eine Familie von Nullhypothesen gebildet:

Fp=1{H],.. ., H{BY}, mit Hi:ny=0, firalle . =1,... gz, (4.2.13)

wobei 7, fiir den ¢-ten Vergleich steht: np = Hpp = (01, ..., 0, .., ng,,)-

Bemerkung: Die Hypothesenmatrix Hp sowie alle im Folgenden formulierten
oder nach dem gleichen Prinzip konstruierten Hypothesenmatrizen sind insbe-
sondere Kontrastmatrizen, d.h. fiir jede Hypothesenmatrix gilt: H - 1,4 = 0.

e Haupteffekt D: Analog zu der oben beschriebenen Vorgehensweise wird die
Hypothesenmatrix Hp := %1; ® Cy; mit Hilfe von C; € R*¢ wie in ,
konstruiert. Fir den Vektor der Vergleiche np = Hpp = (1,06, -+ -, 0g,))’
wird eine Familie von Nullhypothesen gebildet:

Fp=1{Hy,...,H?}, mit H : n, =0, firalle { =1,...,qp. (4.2.14)

e Wechselwirkung: Als Hypothesenmatrix wird Hgp := P, ® P, verwendet,
wobei P; € R¥? ynd P, € R?*? Projektoren sind.
Zu den Vergleichen ngp = Hgppt = (M1, - - -, Mjss - - - Moa)’ Wird eine Familie von
Nullhypothesen gebildet:

Fpp ={HJ®|H® : mjs =0, firalle j=1,...,b,s=1,...,d}.  (4.2.15)
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

Solche Vergleiche — mit den Projektoren als Kontrastmatrizen — werden klassi-
scherweise bei ANOVA-basierten Auswertungen konstruiert.

In Abhéngigkeit von der Fragestellung des Anwenders, konnen die Effekte der Fak-
toren in einem nach der Stufe des jeweils anderen Faktors aufgetrennten Datensatz
untersucht werden. Die entsprechenden Nullhypothesen fiir die Haupteffekte werden
ebenfalls iber die Vektoren der Vergleiche formuliert:

e Haupteffekt B|D: Mit der Hypothesenmatrix Hp|p := C,® I wird der Vektor
der Vergleiche npp = Hppp = (1, - - Mg ls - Mds - - - ,and)’ konstruiert.
Die entsprechende Familie von Nullhypothesen
Fpp = {HY,... HI' . HM . H#?} mit den Teilhypothesen

HY: m=0, firalle(=1,...,q5,s=1,...,d (4.2.16)

wird gebildet.

e Haupteffekt D|B: Der Vektor der Vergleiche
Npip = Hpiptt = (i1, -+ Mgy s+ M1y - - - g,y )’ Wird mit der Hypothesenma-
trix Hp|p := I, ® Cy konstruiert. Die entsprechende Familie von Nullhypothesen

Fpis = {Hy', ..., Oqu, L HB L ,ngD} , mit den Teilhypothesen
HE: nje=0, firalle=1,...,qp,j=1,...,b (4.2.17)

wird gebildet.

Bei den multiplen Kontrasttests besteht die Moglichkeit Kontrastmatrizen so zu ge-
stalten, dass die Fragestellung der Anwender optimal beantwortet werden kann.

Je nach der Problemstellung kénnte nur ein Haupteffekt oder nur die Uberpriifung
der Wechselwirkung von Interesse sein, sowie auch Kombinationen aus Haupteffekten
und Wechselwirkung. So kann eine Auswahl von Kontrasten in einer gemeinsamen
Hypothesenmatrix zusammengefasst werden. Die folgenden gemeinsamen Hypothe-
senmatrizen konnten dabei entstehen:

Hppppis = (Hpp Hy Hp ) (4.2.18)
oder HD\B,B\D = (HID|BH£3|D), (4219)

Falls sowohl die Wechselwirkungen als auch alle Haupteffekte Gegenstand des Interes-
ses sind, kann eine gesamte Hypothesenmatrix H,; aus einzelnen Hypothesenmatrizen
gebildet werden:

/
Ha”:<H]’3DEHjBEH§JE Lo bua)- (4.2.20)
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Der entsprechende Vektor aller Vergleiche wird durch das Produkt dieser Hypothesen-
matrix und des Erwartungswertvektors gebildet:

Nall = Hall#’ = ("759D7"759> nlDa T’;B\Da nlD|B)/ € Rqallv (422]—)

wobei qu; = gsp + qB + qp + dgp + bgp fiir die Anzahl aller Vergleiche steht.

Die gleichzeitige Durchfiithrung der Tests fiir die Haupteffekte und auf Wechselwirkung
macht das sequentielle Testen, das bei der ANOVA-basierten Analyse Anwendung fin-
det, bei den multiplen Kontrasttests tiberfliissig. Auflerdem wird bei dieser Vorgehens-
weise das multiple Signifikanzniveau im strengen Sinne kontrolliert.

Die Familie von Nullhypothesen zu 7, setzt sich aus den bereits vorgestellten Familien
der Nullhypothesen zusammen:

Fa ={FBD, FB, Fp, FBiD, FD|B}- (4.2.22)

Je mehr Vergleiche gleichzeitig ausgefithrt werden, desto konservativer wird der Test.
Daher ist es sinnvoll, die zu tiberpriifenden Effekte sorgféltig auszuwéhlen.

4.2.3 Vektoren der Vergleiche

Im vorherigen Abschnitt wurden die Nullhypothesen tiber die Vektoren der Vergleiche
formuliert. Fiir die Konstruktion der t-verteilten Teststatistiken werden auflerdem die
Kenntnisse iiber deren Kovarianzmatrizen benotigt. Um die zu diesen Teststatistiken
zugehorigen t-Quantilen bestimmen zu konnen, ist ebenfalls die Information tiber die
Korrelationsmatrizen der Vektoren der Vergleiche erforderlich.

Im Folgenden sollen nun die entsprechenden Vektoren der Vergleiche zu den in Ab-
schnitt vorgestellten Hypothesen am Beispiel der Dunnett-Kontraste prasentiert
und sowohl die zugehorigen Kovarianzmatrizen als auch die Korrelationsmatrizen be-
stimmt werden.

Wechselwirkung

Zur Uberpriifung der Nullhypothese HPP (4.2.15) wird der bd-dimensionale Vektor
der Vergleiche

/

fpp = Hppfi = | fin — fiy. — fiy + Ay -+, flbd — fp. — flg + .. | € R™

71 Tbd

konstruiert.
Die Kovarianzmatrix Xgp = Cov(y/n7pp) ergibt sich nach dem Satz [A.1.10|zu
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

EBD:HBDSHJIBD:O'2 (Pb®Pd), (4223)

mit S der Kovarianzmatrix von Y (4.2.10)).
Die aus ¥ pp konstruierte Korrelationsmatrix Rpp (vgl. Abschnitt [4.1.2)) enthélt keine
unbekannten Parameter:

Rpp = R, ® Ry, mit R, = | b1 - : : (4.2.24)

o

= - b—_ill 1 bh
und R; € R¥4, Die Erscheinungsform des Vektors der Vergleiche 7 = Hfi zu den
Hypothesen tiber die Haupteffekte héngt einerseits von dem Design und andererseits
von den gewédhlten Kontrasten ab. An dieser Stelle werden die Kovarianz- und Korre-
lationsmatrizen fiir die Vektoren der Vergleiche fiir Dunnett-Kontraste exemplarisch
betrachtet. Fiir Tukey-, Williams- und Average-Kontraste sind die entsprechenden
Korrelations- und Kovarianzmatrizen im Anhang[A.4] auf Seite [85] dargestellt.

Haupteffekt B

Zur Uberpriifung der Nullhypothese HZ (4.2.13) wird ein Vektor der Vergleiche

/

ﬁB:HBI/j': ﬁl-_MZw'-vﬁl-_ﬁb- ERQB’QB:b_]'
——
71 Nep
konstruiert.

Die Kovarianzmatrix von y/nnpg entspricht derjenigen eines Vektors der Vergleiche im

einfaktoriellen Design 3 | S. , mit einem Vorfaktor é versehen:

2 1 1
Sp = Cov(Vip) = iz =22 | 1 1 . (4.2.25)

qBXqB
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Die aus der Kovarianzmatrix X konstruierte Korrelationsmatrix Ry € R98%98 ent-
spricht exakt der Korrelationsmatrix R (£.1.8] S. 24}

1 05 --- 05

o (4.2.26)

05 --- 05 1

Werden die Vergleiche zwischen den Stufen des Faktors B in jeder Stufe des Faktors
D durchgefiihrt, so steigt die Anzahl der Vergleiche auf ¢gp = (b — 1)d und deren
Vektor gestaltet sich wie folgt:

~ o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 12 q
Neip = Hppft = (M1, 721, - - -, Ng1 - - > Tds Tods - - -+ Ngpa ) € RIBIP.
b—1 Vergleiche fiir s=1 b—1 Vergleiche fiir s=d

Die Kovarianzmatrix von /nfjpp ist nun
EB|D = CO’U(\/E’IA]B|D) = (Cb (059 Id) S (C{) & Id) =X & Id, (4227)

mit der Kovarianzmatrix 3 € R9*95 wie in (4.1.7)).

Die Korrelationsmatrix Rgp € RI2*5I0 ist ebenfalls ein Kroneckerprodukt der
Korrelationsmatrix R und einer d-dimensionalen Einheitsmatrix I;:

RB|D == RB X Id, mit RB 4226 (4228)

Haupteffekt D

Die Konstruktion des Vektors der Vergleiche np = Hpp, seiner Kovarianzmatrix 3 p
und seiner Korrelationsmatrix Rp fiir die Uberpriifung der Nullhypothese H}’
erfolgt analog zu den oben erlauterten Vorgehensweise fiir ng, X5 und Rp.

Die Kovarianz- und Korrelationsmatrix von y/nfjp € R?, qp = d — 1, sind gegeben
durch

Yp = Cov(y/nijp) = 12 € R?*%? mit Rp = R € RI>*%, (4.2.29)

mit der Kovarianzmatrix 3 (4.1.7, S. und der Korrelationsmatrix R (4.1.8] S.[24)).

Werden die Vergleiche zwischen den Faktorstufen des Faktors B in jeder Faktorstufe
des Faktors D durchgefiihrt, so ist die Anzahl der Vergleiche ¢pjp = b(d — 1).
Die Kovarianz- und Korrelationsmatrix von \/ﬁﬁm g sind dann durch

2D|B = CO'U(\/E’?]\D‘B) =I,® 2, 3 € Ripx4p und RD|B =I,®R (4230)
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

gegeben.

Kombinationen von Kontrasten

Werden alle Vergleiche gleichzeitig ausgefiihrt, so wird die zu 1, (4.2.21)) gehorige

Kovarianzmatrix 3., = Cov(fay) = Hay Cov(p)HY,, wie folgt aussehen:

YD 0 0 0 0
0 PP 0 ¥, ®1i1 0
o= 0 0 3p 0 Lex, |, (4.2.31)
0 X, ®31; 0 Ypp  0PC,® C
0 0 1,0, P2C,eC)  Zps

wobei die Kovarianzmatrizen 3, € R%5*% und X, € R%*% mit einer entsprechend
dimensionierten Kovarianzmatrix X ibereinstimmen und C; € R *? sowie
C, € R%** die Kontrastmatrizen aus Abschnitt sind.

Alle Elemente der Kovarianzmatrix X, = (S¢p)eer=1,..q, sind entweder Null oder
haben nur noch ¢? als unbekannten Parameter. Somit hingt die Korrelationsmatrix

Seer
\/ SeeSee

nur noch von den gewéhlten Kontrasten und der Anzahl der Faktorstufen ab.

Ry = (por)ep=1,....qun Mit pro = (4.2.32)

Werden nur einige ausgewéhlte Effekte untersucht, wie zum Beispiel bei der Hypothese

mit der Hypothesenmatrix Hpp p,pip = (Hpp:Hp:Hp p)" (4.2.18), so wird die Ko-
varianzmatrix zum Vektor der Vergleiche npp p p;p die entsprechenden Teilmatrizen
der X,; enthalten:

>BD 0 0
Y.Bp,D,D|B = 0 b %1{, ® X,
0 %, Sy

Die Korrelationsmatrix wird analog zu der Korrelationsmatrix R,; konstruiert und
héngt gleichfalls nur noch vom Design und den gewahlten Kontrasten ab.

Der einzige unbekannte Parameter, der fiir die Konstruktion der Teststatistiken
bendtigt wird und noch zu schitzen ist, ist 2. Der Unterschied zu dem Varianz-
schatzer im einfaktoriellen Design liegt hier nur in der weiteren Unterindizierung:
Anstatt eines festen Faktors liegen nun zwei gekreuzte Faktoren vor. Die Schitzung
der Varianz des Vektors der Kontraste erfolgt entsprechend zum einfaktoriellen Design.

Im folgenden Satz wird ein erwartungstreuer Varianzschétzer vorgestellt, der aulerdem
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4.2 RM-F2: Zweifaktorielles Design

einer skalierten y2-Verteilung folgt.

SATZ 4.2.1. (VERTEILUNG UND ERWARTUNGSTREUE VON VARIANZSCHATZER)
Sei Y = (Y/,...,Y),....Y)) ~ N(uy,V) ein normalverteilter Zufallsvektor mit
dem Erwartungswertvektor py = E(Y) = 1, ® p und der Kovarianzmatriz

V=CwY)=I,8S8, mtY, pundS wie in Abschnitt formuliert und sei
A=P,® P,® P; eine symmetrische Matriz.

(1) Dann ist

~2 1
- r(A)

Y'AY (4.2.33)

ein erwartungstreuer Schétzer fiir o?.

(2) Der skalierte Varianzschdtzer rs? = LY'AY ~ |2

o? a2
folgt einer zentralen x?-Verteilung mit v = r(A) = (n — 1)(b — 1)(d — 1) Frei-
heitsgraden.
BEWEIS:
Siehe in Anhang auf Seite [77] O

4.2.4 Teststatistiken und deren Verteilung

Eine Nullhypothese wird durch den Vergleich der entsprechenden Teststatistik, die
einer g-variaten t-Verteilung folgt, mit dem zugehorigen dquikoordinaten (1 — «)-
Quantil (vgl. Abschnitt dieser Verteilung iiberpriift.

Die Teststatistiken fiir die in Abschnitt auf Seite [31] formulierten Nullhypothesen
werden nachfolgend betrachtet, dabei wird der Vektor der Vergleiche mit Hilfe der
Dunnett-Kontraste konstruiert.

e Teststatistik zu der Nullhypothese HPP (4.2.15)) fiir den Test auf Wechselwir-
kung :

/
_ 'ﬁBD bd
Tgp = \/ﬁ ((d—l)(b—l)ag) e R™.
d-b

e Teststatistik zu der Nullhypothese HP (4.2.13)) fiir den Test auf Haupteffekt B:

229
50

/
TB:\/E( N5 ) e R
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

e Teststatistik zu der Nullhypothese HY (4.2.14) fiir den Test auf Haupteffekt D:

/
_ 7D d—1
TD—\/E(\/?> e R,

e Teststatistik zu der Nullhypothese H(j)B b (4.2.16|) fiir den Test auf Haupteffekt
B in jeder Stufe des Faktors D:

~ /
Tsp = Vn ( 7732_|;> e RO-14,

e Teststatistik zu der Nullhypothese Hé) B (4.2.17)) fiir den Test auf Haupteffekt
D in jeder Stufe des Faktors B:

~ !/
Tpip = V/n ("DB ) € RYD,

252

In Abschnitt wurde bereits erwahnt, dass auch fiir eine spezifische Auswahl von
Haupteffekten eine Hypothesenmatrix formuliert werden kann; als Beispiel wurden die
Hypothesenmatrizen H , Hpgp s ID und Hp 5D genannt.
Mit Hilfe dieser Hypothesenmatrizen wurden Vergleichsvektoren konstruiert und nun
sollen die zugehorigen Teststatistiken vorgestellt werden:

e Werden die Vergleiche auf Wechselwirkung und auf die Haupteffekte B und D
sowohl in gesamten Datensatz als auch im entsprechend aufgeteilten Datensatz
gleichzeitig ausgefiihrt, so sieht die Gesamtteststatistik folgendermaflen aus:

~

e
Tall - \/ﬁ ( ) = (TéD’ Té, Tb, é|D7 b‘B)l € Rqa”.
1<l<qqu

V feo?

e Statistik fiir den gleichzeitigen Test auf den Haupteffekt B und die Wechselwir-
kung:

Tsp.s,sp = (Thp, Th, Tém), € RIB2.B.5ID mit qpp g pp = qBD + 4B + 4B|D

e Statistik fiir den Test auf den Haupteffekt D in jeder Stufe des Faktors B und
auf den Haupteffekt B in jeder Stufe des Faktors D:

Tpp,Bip = (TJ/D|B7Té|D), € RPIBBID - it 4p\B,B|D = 4D|B t+ 4B|D
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4.2 RM-F2: Zweifaktorielles Design

Der Zéhler bei allen Teststatistiken ist als Linearkombination der multivariat normal-
verteilten Groflen ebenfalls multivariat normalverteilt. Im Nenner steht — jeweils mit
einem konstantem Vorfaktor versehen — der Varianzschéatzer, dessen Verteilung im
vorherigen Abschnitt geklart wurde.

Um eine Aussage tiber die Verteilung der Teststatistiken zu treffen, wird lediglich die
Unabhéangigkeit des Zéahlers und des Nenners der Teststatistiken benotigt.

SATZ 4.2.2. (VERTEILUNG DER TESTSTATISTIK)

Sei v/nny ~ N(/nnu,Xg) ein qu-dimensionaler normalverteilter Vektor der Ver-
gleiche zu einer Hypothesenmatrizv H € RY*%  wie in Abschnitt formuliert, mit
dem Erwartungswertvektor E(y/nfiy) = /nny und der Kovarianzmatriz der Verglei-
che Xy = Cov(y/nfin) = HSH', wie in Abschnitt [4.2.5 dargestellt.

o’ fy = diag(Xy) sei ein Vektor der Diagonalelemente der Kovarianzmatriz Xg mit
einem Vektor der konstanten Vorfaktoren fy € R und sei 6% ein Varianzschditzer
fir o*, mit 6% ~ x2 aus dem Satz .

Dann folgt die Teststatistik

e
T, — \/ﬁ< _ )
VI ) 1 <icqn

einer qg-variaten t- Vertetlung mit v Freiheitsgraden, der Korrelationsmatriz Ry und

dem Nichtzentralitatsparameter 8y = \/n (m .
V1o ) i<o<qn

BEWEIS:
Siehe in Anhang[A.2.2] auf Seite [7§] O

Fiir einige der bereits in diesem Abschnitt prasentierten Teststatistiken fiir Dunnett-
Vergleiche werden an dieser Stelle beispielhaft die Verteilungen angegeben:

Tabelle 4.3: Verteilungen von ausgewahlten Teststatistiken, RM-F2 Design

Teststatistik | Anzahl Vergleiche ¢ | Verteilung

Tsp b-d lqvépp Rep
Ty b—1 lgv.65,Rp
Ty d—1 Lqv.60.Rp
TB|D (b - 1) -d tQ7V,5B\D7RB|D

TD|B b- (d - 1) tQ7V>5D|BvRD\B
T 3-b-d—2 t(I7V>5cLllvRall
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4 Simultane Konfidenzintervalle fiir eine Gruppe

Die Teststatistiken Ty zu einer beliebigen Hypothesenmatrix H sind demnach
gp-variat t-verteilt mit v = (n — 1)(b — 1)(d — 1) Freiheitsgraden mit jeweils von der
Nullhypothese abhangigen qp.

Falls also alle relevanten Vergleiche in einem Schritt ausgefiithrt werden, wird ein Vek-
tor der Vergleiche durch Multiplikation der Hypothesenmatrix H,; mit dem Schétzer
des Erwartungswertvektors konstruiert: H,; u = 1 € RY%u. Die entsprechende
Teststatistik Ty ist dann g,-dimensional ¢-verteilt mit v = (n—1)(b—1)(d — 1) Frei-
heitsgraden, dem Nichtzentralitatsparameter 6 und der Korrelationsmatrix R (4.2.32).

Die Vorgehensweise bei der Entscheidung iiber die Teilhypothesen H§ ist in Ab-
schnitt [£.1.4] Seite 26 bereits beschrieben worden. Die Beantwortung der Frage
der Globalhypothese ist lediglich die Konsequenz aus den Entscheidungen tiber die
Teilhypothesen Hf: Wird mindestens eine Teilhypothese verworfen, so wird auch
die Globalhypothese abgelehnt. Man ist aber in einem gréfleren Ausmafl an der
Beantwortung der Teilhypothesen interessiert, weil existierende Unterschiede so genau
lokalisiert werden konnen.

Das multiple Signifikanzniveau wird bei den Tests auf die Haupteffekte bzw. auf die
Wechselwirkung zwischen den Faktoren sehr gut eingehalten. Die Ergebnisse der da-
zugehorigen Simulationsstudien sind in Abbildung [6.2] in Abschnitt auf Seite
dargestellt.

Bei den Teststatistiken mit den kombinierten Kontrasten, wird der Test umso kon-
servativer, je mehr Teilhypothesen miteinbezogen werden. Am konservativsten ist der
Test mit einer Gesamttesststatistik T7;;.

4.2.5 Simultane Konfidenzintervalle

Fiir den Fall, dass alle relevanten Vergleiche auf einmal ausgefiihrt werden, wird das-
selbe (1—a)-Quantil t,,, .. r,,1-a fir die Konstruktion der simultanen Konfidenzinter-
valle verwendet, das auch zu der Entscheidungen iiber die Teilhypothesen H§ mittels
Teilstatistiken 7} gefithrt hat. Fiir den Vergleichsvektor n = H; i € R9% werden g
Konfidenzintervalle gleichzeitig konstruiert. Auf diesem Wege wird eine Menge von
Konfidenzintervallen erhalten:

3 ={3"°,3%,97,5%P 577} 13] = qa.
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4.2 RM-F2: Zweifaktorielles Design

Dabei setzen sich die Teilmengen wie folgt zusammen:
3P = {IEBDl-,ZfD = |lpp,e £ tqan v Ran, 1 (d_lc;(bf)_l)aa} NVe=1,... 7QBD} )
jB = {IZB |IZB = l:ﬁB,K + tQall7V7Rall71—Ot \V 382] 7\v/f =1,... 7QB} ’

jD = {IZD|IKD — |:AD,£ + tqath,Ralhl—a \/?} avg = 17 s 7QD} )
jB‘D = {IEB|D|Zf|D = {ﬁBIDI + Lgau v, Rap,1—a V 2&2} VE=1,... ,QB|D} )
’JDlB = {IED‘B’IKD‘B = {ﬁDlBI + Lgau v, Ran,1—a N 26’2} V=1, ... ,QD\B} )

Um eine Aussage iiber die Effekte der Faktoren treffen zu kénnen, sollen die entspre-
chenden Teilmengen der Konfidenzintervalle betrachtet werden.

Hinsichtlich der Untersuchung des Haupteffekts B, wird zunachst gepriift, ob eines
der Konfidenzintervalle ZPP € J5P nicht die Null enthélt. Ist dies der Fall, so liegt
eine signifikante Wechselwirkung vor und die Konfidenzintervalle aus der Teilmenge
JBIP werden betrachtet. Beinhalten alle Konfidenzintervalle aus der Teilmenge J2P
die Null, so liegt keine signifikante Wechselwirkung vor und man betrachtet die
Konfidenzintervalle aus der Teilmenge J5.

Je nach Fragestellung der Anwender kann auch nur eine gewisse Auswahl der Faktoren
von Interesse sein. Analog zu der Bildung der gemeinsamen Teststatistiken konnten
auch verschiedene Mengen von Konfidenzintervallen gebildet werden. So wird zum
Beispiel zu dem Vektor der Vergleiche 9gp g 5/p die Menge der Konfidenzintervalle

R A } . |IBp.B,BID| = 4BD + 4B + 4BID gebildet.

JBD,B.BID = {
Die Konstruktion der simultanen Konfidenzintervalle ermoglicht es dem Anwender,
auch eine Entscheidung beziiglich der Relevanz des ermittelten Unterschieds zu tref-
fen. Fiir jeden einzelnen Vergleich wird ein Vertrauensbereich angegeben. Liegt die
Null aulerhalb dieses Vertrauensbereiches, so ist der Unterschied signifikant. Dadurch
werden die Differenzen zwischen den Mittelwerten der Faktorstufen lokalisiert und
gleichzeitig erhalt man die Information tiber die Gréfle der Unterschiede.
Nicht jeder signifikanter Unterschied ist fiir die Forschung von Bedeutung, bei manchen
Fragestellungen sind nur Differenzen entweder oberhalb oder unterhalb eines gewissen
Schwellenwertes relevant. Dieser Schwellenwert bildet die Relevanzgrenze: Ein Unter-
schied ist genau dann relevant, wenn das zugehorige Konfidenzintervall vollstandig
oberhalb (bzw. unterhalb) des Schwellenwertes liegt.
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5 Simultane Konfidenzintervalle fur
mehrere Gruppen

In klinischen Studien ist es oft wichtig zu wissen, ob sich die Behandlungseffekte in
verschiedenen Subgruppen unterscheiden. Es konnte beispielsweise nach Geschlecht,
Alter, Zelltypen etc. unterschieden werden.

In diesem Abschnitt der Arbeit werden multiple Kontrasttests und simultane Konfi-
denzintervalle fiir mehrere Gruppen von Versuchseinheiten hergeleitet.

Auflerdem wird uberpriift, ob auch fir dieses Design die Konstruktion der gemein-
samen Teststatistiken fiir die Kombinationen von Kontrasten — analog zum RM-F2
Design — moglich ist.

5.1 Statistisches Modell

Es werden a homogene Gruppen mit je n;, fiir i = 1,..., a, Versuchseinheiten (VE),
die einer Behandlung unterzogen werden, betrachtet. An jeder Versuchseinheit werden
d Messungen erhoben:

Tabelle 5.1: Beobachtungen in einem F1-RM-F1-Design

Faktor D
Faktor A | VE| 1 [---[ s [---] d | Beobachtungsvektor
1 Yin Yiis Yiid Y.
1 k| Yim Yiks Yika Y
ny }/lnll e Ylnls e }/lnld Yln1
1 Yall e Yals e Yald }fal
a k Yorr | -+ Yoks | - Yokd Y.
Ng }/anal e Yanas e Yanad }fana
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5 Simultane Konfidenzintervalle fiir mehrere Gruppen

Es liegt ein zweifaktorielles Modell F1-RM-F1 mit einem festen Whole-Plot-Faktor A
in a unabhéngigen Stufen und einem festen Sub-Plot-Faktor D in d Stufen vor. Im
gesamten Versuch werden Beobachtungen an }_7 ; n; Versuchseinheiten durchgefiihrt,
die Anzahl der Beobachtungen in der i-ten Gruppe betragt d-n;. Die Gesamtzahl aller
Beobachtungen ist die Summe iiber die Anzahl der Beobachtungen in den Gruppen:
N = Z?:l d- ;.

Die Beobachtungen an einer Versuchseinheit sind d-variat normalverteilt:
Y. ~ N(p;, S) furallek=1,...,n;undi=1,...,a, (5.1.1)

mit dem Erwartungswertvektor u; = E(Yix) = (fa, - ., i) und fiir alle Gruppen
derselben Kovarianzmatrix S = Cov(Yy) = 021, + 72J,.

An verschiedenen Versuchseinheiten sind die Beobachtungen unabhéngig — ungeachtet
dessen, ob sie aus der gleichen Gruppe stammen oder nicht, d.h. Y;;, und Y; sind
unabhéangig fiir alle k # k' und fir beliebige 7,7’ = 1,...,a. Die Beobachtungen an
einer Gruppe werden zu einem normalverteilten Vektor

Y;:(}fillv"wY;/i)/NN(lni®/J'i7Ini®S)

n

zusammengefasst und bilden wiederum den Vektor aller Beobachtungen Y . Dieser hat
den Erwartungswertvektor py = E(Y) = (1, @ pf,..., 1, ® p,) € RY und die
Kovarianzmatrix V' = Cov(Y') = @}, I,,, ® S und ist ebenfalls normalverteilt:

Y =(Y/,....Y,....)Y)) ~ Ny, V). (5.1.2)

(2 a

Es wird ein linearer Zusammenhang angenommen:
Yiks = fis + Zp +€ixs firk=1,....n;,i=1,...;aund s=1,...,d;

beziehungsweise in der Matrixschreibweise:

Y = (@ 1, ® Id> W+ (@ I, ® 1d> Z + €, (5.1.3)

=1 =1

X, Xo

mit X; und X; wie in (2.3.3) definiert.
Fir ein balanciertes Design — wenn alle Stichprobenumfénge in allen Gruppen gleich
sind — vereinfacht sich das lineare Modell zu

Y=L, L)p+(I,I,x1,) Z+e. (5.1.4)

X1 X2
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5.2 Hypothesen

Der Erwartungswertvektor p = (g4, ..., p,) = (pian, - - -, ptaa)’ € R* wird durch

=Y. = (Yi1,...,Y.q) erwartungstreu geschétzt.

5.2 Hypothesen

Die Fragestellungen und Formulierungen von Nullhypothesen ergeben sich beim

F1-RM-F1 Design vollig analog zu den bereits in Abschnitt auf Seite [31] prasen-
tierten fiir das RM-F2 Design. Deshalb werden an dieser Stelle die Nullhypothesen fiir
das F1-RM-F1 Design lediglich kurz vorgestellt. Die bei der Konstruktion von Hypo-
thesenmatrizen verwendeten Kontrastmatrizen C, und Cy bzw. Projektoren P, oder

P, sind in (2.2] S.[§) beschrieben.

e Wechselwirkung: Mit der Hypothesenmatrix H op = P, ® Py wird die Familie
der Nullhypothesen tiber n4p = H spp formuliert:

Fap = {HE|HY : 5y =0, firallei =1,...,a, s =1,...,d}. (5.2.5)

e Haupteffekt A: Mit Hilfe der Hypothesenmatrix Hy = C, ® 51& wird die
Familie der Nullhypothesen tiber n4 = H 4p formuliert:

Fa={H} ...  Hy*}, mit Hi: n =0, firalle=1,..., qa. (5.2.6)

e Haupteffekt D: Analog zu dem Haupteffekt A wird die Familie der Nullhypo-
thesen mit der Hypothesenmatrix Hp = 11/ ® Cy formuliert:

Fp={H} .. HPY, mit H;: 5, =0, firalle {=1,...,qp. (5.2.7)

e Haupteffekt A| D: Unter Anwendung der Hypothesenmatrix H,p = C, ® Iy
wird die Familie von Nullhypothesen formuliert

Fap = {HY, ... HM . HY ... HIAY (5.2.8)
mit den Teilhypothesen HE* :  mp =0, firalle £ =1,...,q4, s =1,...,d.

e Haupteffekt D| A: Mit der Hypothesenmatrix Hpjx = I,®Cy wird die Familie
von Nullhypothesen

Fpu={H, ... Hy'™, ... HE ... Hy'}, (5.2.9)

mit den Teilhypothesen H* :  my = 0, firalled = 1,...,qp,i = 1,...,a
konstruiert.
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Auflerdem wird untersucht, ob die Konstruktion von exakt t-verteilten Teststatistiken
zu der Uberpriifung der Nullhypothesen, die durch zusammengesetzte Hypothesenma-
trizen wie zum Beispiel

HAD,D,D|A = (HADHEDH/DM)/ oder HAD,A,D = (HADHAHED), (5210)

formuliert sind, moglich ist.

5.3 Vektoren der Vergleiche und deren
Kovarianzmatrizen

Im nachfolgenden Abschnitt werden die Vektoren der Vergleiche 1, die fiir die Kon-
struktion der Teststatistiken bendtigt werden, vorgestellt, sowie die Informationen
iiber deren Kovarianz- und Korrelationsmatrizen geliefert.

Die Gestalt des Vektors der Vergleiche hangt von der Hypothesenmatrix H und vom
Design ab. Ob das Design balanciert ist oder nicht, ist fiir 77 irrelevant. Also werden
die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen im balancierten Design als ein Spezialfall mit

n; = ny = n fir alle 4,7’ = 1,..., a des unbalancierten Designs betrachtet.

Wechselwirkung

Zur Uberpriifung der Nullhypothese H{'P (5.2.5) wird ein ad-dimensionaler Vektor
— —_ —_ — — — !/

der Vergleiche flap = Huaphi = (fits — Ay — i + Flos - flad — o — fig + 71

konstruiert.

Im Falle von unterschiedlichen Stichprobenumféangen in den Gruppen ist die Kovarianz
des Schitzers des Erwartungswertvektors Cov(fi) = @%,n; ' ® S, mit der Kovarianz-
matrix S (5.1.1). Somit gilt fir die Kovarianz des Vektors der Vergleiche 74p nach
dem Satz [A.T.10

Yup = COU(ﬁAD) = H,p (@nll &® S) H,/4D
=1

= (P.Pn;'P,) @ (P;SP;) =W ® P, (5.3.11)
i=1

=W

Die Matrix W € R%** ist eine von den Stichprobenumfangen abhéingige Gewichtsma-
trix mit den Eintrégen

w,-l-zl((a—Q)njleF.) undwij:é(ﬁ.—(ni’lJrn;l)) firi#£j5=1,...,a.

a
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Dabei bezeichnet n=1. = % ¢ n;' den Mittelwert der Kehrwerte der Stichprobe-

numfange.

Die Korrelationsmatrix Rap = (pu)ee=1...q.p Wird aus Xap = (Sep)ee=1,. g, Wit
Seer . N .
p,, = ———— konstruiert und enthalt keine unbekannten Parameter.
V géége/zl
Fiir ein balanciertes Design vereinfacht sich die Kovarianzmatrix zu
Sap = Cov(fap) = Hap(I, @ S)H',;, = 0° (P, ® Py). (5.3.12)

Die aus X 4p konstruierte Korrelationsmatrix R p sieht dann folgendermaflen aus:

—1 —1
L= o oo
Rip=R,® Ry, mit R, = | 7! . ' '1 und R, analog. (5.3.13)
L et
s S S SO

Als Linearkombination normalverteilter Zufallsvariablen ist der Vektor der Vergleiche
ebenfalls normalverteilt: 9ap ~ N(nap, Xap) mit dem Erwartungswert 14p und der
Kovarianzmatrix 3 4p.

Fir die Haupteffekte der Faktoren A und D werden exemplarisch die Kovarianz-
und Korrelationsmatrizen fiir die Vektoren der Vergleiche fiir Dunnett-Kontraste
betrachtet. Fir Tukey-, Williams und Average-Vergleiche werden die entsprechende
Kovarianzmatrizen sowie die Korrelationsmatrizen im Anhang auf Seite
prasentiert.

Haupteffekt A

Fiir die Uberpriifung der Nullhypothese Hg' (5.2.6) wird ein Vektor der Vergleiche
— — — — !/

Na=Hap = (ﬂl, — gy ey fly. — ﬂa,) € R?% mit g4 = a — 1 konstruiert.

In dem Fall gilt fiir die Kovarianz von 14:

Ya= COU(ﬁA> =H,4 <@n21 X S) HI/L‘
=1

=(C, T n;10;>® 11,81,) = Lo + dr*) Wy, (5.3.14)
(.0 (is1s) = o o
=Wy 4

mit einer von den Stichprobenumfingen abhéngigen Gewichtsmatrix W, € R4*%4,
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5 Simultane Konfidenzintervalle fiir mehrere Gruppen

mit den Eintrigen wy = nl_l + n[jl und wyy = nl_l fir ¢ £0 =1,...,qa.
Wep

\ WeeWer pr

trix konstruiert und enthalt keine unbekannten Parameter.

Die Korrelationsmatrix Ry € R%*94 wird mit p,, = aus der Gewichtsma-

Fir ein balanciertes Design vereinfachen sich die Kovarianzmatrix und die Korrelati-
onsmatrix zu:

4 = Cov(v/nfja) = 165C, C, und Ry = R € R4794, (5.3.15)

mit der entsprechend dimensionierten Korrelationsmatrix R (4.1.8) S. fir das
einfaktorielle Design.

Der Vektor der Vergleiche ist als Linearkombination normalverteilter Zufallsgrofien
ebenfalls normalverteilt: 4 ~ N(ma,24) mit dem Erwartungswert n4 und der
Kovarianzmatrix 3 4.

Haupteffekt D

Zur Uberpriifung der Nullhypothese HY (5.2.7) wird der Vektor der Vergleiche

np = Hpi (/Ll Thoy ooy flq — ,ud) € R qp = d — 1 konstruiert. Die Kovarianz-
matrix ¥ p nimmt folgende Gestalt an:

ED = COU 77D

i
=1

< n_1®5’> H,
( 1, @n )@ (C,8C)) = =3, (5.3.16)

a

mit einer ¢p x ¢p Kovarianzmatrix ¥ = o02Cy (i wie in 4.1.7, und mit dem
Mittelwert der Kehrwerte der Stichprobenumfénge n=1. = £ 3¢ n;
Die Struktur der Korrelationsmatrix Rp € R > entspricht der Korrelationsmatrix

R (4.1.8) fiir das einfaktorielle Design.
Werden die Effekte des Faktors D in jeder Faktorstufe des Faktors A betrachtet, so

werden gpja = a(d — 1) Vergleiche ausgefiihrt: fpja = Hpjaft € RIP14.
Die Kovarianzmatrix sowie die Korrelationsmatrix von 7)pj4 sind dann

Ypja = Cov(Npja) = @n und  Rpp=1,% Rp. (5.3.17)
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5.3 Vektoren der Vergleiche und deren Kovarianzmatrizen

Fiir balancierte Designs gilt hinsichtlich der Kovarianzmatrizen ¥p und Xp4:
%p = Cov(vnip) = (%1, I 1,) ® (CaSCy) = 1%

und ED\A = CO’U(\/Hﬁpm) = Ia (029 2,

mit 3, wie in (5.3.16|).
Die Korrelationsmatrix Rp € R%*0 fiir den Vektor der Vergleiche 1p unterscheidet
sich im balancierten Fall nicht von der Korrelationsmatrix fiir das unbalancier-

te Design. Fiir die Korrelationsmatrix fiir den Vektor der Vergleiche npj4 gilt:
Rpp=1,% Rp.

Als Linearkombination normalverteilter Zufallsvariablen sind die Vektor der Vergleiche
Np und 7)p4 normalverteilt:

Np ~ N(np,Xp) und fpja ~ N(Npja, Xpja),

mit den Erwartungswerten np und np|4 sowie den Kovarianzmatrizen Xp und Xp 4.

5.3.1 Schatzer fiir 02 und 03

Um die Teststatistiken konstruieren zu konnen, die einer exakten t-Verteilung folgen,
werden fiir 02 und ¢ nicht nur erwartungstreue Schitzer benétigt, sondern Schétzer,
die auBlerdem einer skalierten y2-Verteilung folgen.

Varianzschétzer, die diesen Anforderungen entsprechen werden im folgenden Satz pra-
sentiert:

SATZ 5.3.1. (VERTEILUNG UND ERWARTUNGSTREUE VON VARIANZSCHATZER)
SeiY = (Y/,....Y/,....)Y])) ~ N(uy,V) ein normalverteilter Zufallsvektor mit
dem Erwartungswert py = E(Y) = (1, @p), ..., 1, @u,) und der Kovarianzmatriz

V==CouY)=®{11I, ®S, mitY; S und p; wie in Abschnitt[5.1] definiert.

Dann gilt:

(1) Fir eine symmetrische Matriv A = @}, P,, ® Py ist der Varianzschditzer

52 = T(i‘)Y'AY erwartungstreu (5.3.18)

und 1467 = LY'AY ~ ]

g [en

ist zentral x*-verteilt mit v =r(A) = (N — a)(d — 1) Freiheitsgraden.
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(2) Fiir eine symmetrische Matric B = @, P,, ® éJd ist der Varianzschatzer

G4 = T}B)Y/BY erwartungstreu (5.3.19)

und  "255 = FY'BY ~ x;

A
ist zentral x*-verteilt mit v = r(B) = N — a Freiheitsgraden.

BEWEIS:
Siehe in Anhang auf Seite O

Die Schatzer fiir das balancierte Studiendesign sind Spezialfalle der Schatzer fiir das
unbalancierte Design und sind gegeben durch:

o 52 = ﬁY’AY, mit A = I, ® P, ® P,, ist erwartungstreu und
"A)52 ~ X2 ist zentral x2-verteilt mit v = a(n — 1)(d — 1) = (N — a)(d — 1)

0-2
Freiheitsgraden,

= T(%) Y'BY, mit B = I,® P, ® 5Jy, ist erwartungstreu und %8% ~ X2

ist zentral y%-verteilt mit v = a(n — 1) = N — a Freiheitsgraden.

Wir haben nun die Informationen tiber die Vektoren der Vergleiche, deren Korrelations-
und Kovarianzmatrizen und verfiigen iiber erwartungstreue Varianzschatzer, die einer
skalierten y2-Verteilung folgen. Jetzt steht der Konstruktion der Teststatistiken nichts
mehr im Wege.

5.4 Teststatistiken und deren Verteilungen

Im Folgenden werden Teststatistiken zu den in Abschnitt vorgestellten Vektoren
der Vergleiche entwickelt, die einer exakten multivariaten ¢-Verteilung folgen.

e Teststatistik zu der Nullhypothese Hg'P (5.2.5)) fiir den Test auf Wechselwirkung:

o= (B ) em
—a Wy o 1<i<a
1<s<d

wobei 7);s fiir die Komponenten des Vektors der Vergleiche msp steht und
w; = é((a—Q)ni_l%—F.), fir ¢ = 1,...,a und n°". = 13°¢ n7' der
Mittelwert der Kehrwerte der Stichprobenumféinge, die Diagonalelemente der
Gewichtsmatrix W sind.

Fiir das balancierte Design vereinfachen sich die Vorfaktoren w; zu ‘2—’”1
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5.4 'Teststatistiken und deren Verteilungen

Auch fiir das F1-RM-F1 Design werden die Teststatistiken fiir die Nullhypothesen
iiber die Haupteffekte exemplarisch fiir Dunnett-Vergleiche betrachtet:

e Teststatistik zu der Nullhypothese Hg'(5.2.6) fiir den Test auf Haupteffekt A:

Ag
fl' . ‘ c RQA7
lwAg(A)Q
d +rA 1<¢<qqu

mit den Diagonalelementen w4, = nj ' + n[jl, ¢ =1,...,q4 der Gewichtsmatrix
W, und 7, den Komponenten des Vektors der Vergleiche 4.
Fir das balancierte Design vereinfachen sich die Vorfaktoren wy , zu %

e Teststatistik zu der Nullhypothese HY (5.2.7) fiir den Test auf Haupteffekt D:

Tp= | —% e R,
2n-1 52
Va 1<¢<qp

n; ' dem Mittelwert der Kehrwerten der Stichprobenumfinge,

dieser vereinfacht sich im balancierten Design zu n=!. = % .

1xa

it -1 —
mitn=" = -> .4

e Teststatistik zu der Nullhypothese H;’ 4 1) fir den Test auf Haupteffekt D
in jeder Stufe des Faktors A:

ﬁif a
TD|A:(2A2 € RYPp,
0 1<i<a
1<e<

wobei im balancierten Design der Vorfaktor n% = % fiir alle Teilstatistiken be-
tragt.

Das Testen aller Vergleiche in einem Schritt — so wie es bei einer Gruppe von Ver-
suchseinheiten moglich war — ist im F1-RM-F1 Design nicht mehr realisierbar. Schon
die Gesamtstatistik zur Wechselwirkung und den Haupteffekten A und D wiirde kei-
ner exakten ¢-Verteilung folgen, da die Varianzen der einzelnen Vergleiche verschieden
sind und nicht der gleichen y2-Verteilung folgen:

N / N / R /
Tipap= S E— ; S — ; 777”
m @D . 52 ) [Lw, .63 25-1 52
d 15y d= 5 1<0<qa a 1<t<qp

IAIN
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5 Simultane Konfidenzintervalle fiir mehrere Gruppen

Es besteht allerdings die Moglichkeit eine gesamte Teststatistik fiir die Wechselwirkung
und Haupteffekt D im gesamten Datensatz sowie in den einzelnen Faktorstufen des
Faktors A zu konstruieren:

!/

T - Nis e Nie
AD,D,D|A — ) —— ’ )
@=1,,. 52 . 2,1 52 [2 52 ,
d TR Weh T M AV LSS

<4ap

denn bei diesen Vergleichen sind die Varianzen — bis auf konstante Vorfaktoren — gleich.

Die oben vorgestellten Teststatistiken Tap, T, Tp, Tpja und Typ p pja sollen nach-
folgend betrachtet werden. Die Ausdriicke im Zéhler der Teststatistiken sind normal-
verteilt und diejenigen im Nenner exakt x2-verteilt. Falls die Ausdriicke im Zéahler und
Nenner einer Teststatistik stochastisch unabhéngig sind, dann ist diese exakt t-verteilt.

SATZ 5.4.1. (VERTEILUNG DER TESTSTATISTIK )

Sei g ~ N(ng,Xy) ein qu-dimensionaler Vektor der Vergleiche zu einer Hypo-
thesenmatric H € {Hap, Ha, Hp, Hpja, Hap p.pja}, mit dem Erwartunswertvektor
EMy) = nu, der Kovarianzmatriz Cov(ny) = Xy = HSH' und der Korrelations-
matriz Ry, wie in Abschm’tt prisentiert. Des Weiteren sei fy 0% = diag(Xg) ein
Vektor der Diagonalelemente der Kovarianzmatriz 3 mit einem Vektor der konstan-
ten Vorfaktoren fi € R, und sei 5% ein Varianzschétzer aus dem Satzfdr die
zum,, gehorige o3 mit der Eigenschaft “46% ~ XEH.

Dann ist die Teststatistik "

H — =
V0% ) 1 <ocqn

qm-variat t-verteilt mit v,, Freiheitsgraden, der Korrelationsmatriz Ry und dem Nicht-

zentralitdtsparameter 8y = ( ds .
Vo ) 1<i<q

BEWEIS:
Siehe in Anhang [A.2.4] auf Seite O

Also sind die Teststatistiken Typ,Ta,Tp,Tpja und Tap p pja gu-variat t-verteilt,
mit von der jeweiligen Hypothesenmatrix abhéngigen Freiheitsgraden v,,, Anzahl der
Vergleiche ¢,,, der Korrelationsmatrix Ry und dem Nichtzentralitatsparameter dy .
Das heif}t, fir jede Nullhypothese iiber einen einzelnen Haupteffekt oder eine Wechsel-
wirkung wird eine exakt t-verteilte Teststatistik konstruiert. Auch fir die Kombination
der Kontraste fiir Wechselwirkung und die Effekte der Sub-Plot-Faktoren wird die
Konstruktion einer exakt t¢-verteilten Teststatistik ermoglicht, wie zum Beispiel
TAD,D,D|A — aber ebenfalls fur TD,D|A und TAD,D|A'
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5.4 'Teststatistiken und deren Verteilungen

Die statistische Analyse mittels multipler Kontrasttests erlaubt eine genaue Lokali-
sierung und liefert die Informationen iiber die Grofle der vorliegenden Unterschiede.
Eine Aussage tiber die Relevanz dieser Unterschiede kann nur aufgrund der Konfiden-
zintervalle getroffen werden.

Die Konstruktion der simultanen Konfidenzintervalle erfolgt im F1-RM-F1 Design ana-
log zu den Konstruktionen fiir das RM-F2-Design (siehe Abschnitt [4.2.5)). Es konnen
die Mengen der Konfidenzintervalle gebildet werden:

AP = {I.AD|IAD s £ taupun Rapi—a \ T wi & ] Vi<i<a,1<s< d}
7 = T = [ ® tipman o Fwacdd | VE= 1},
P’ = {Ie Z7 = |:77D€j:tQD7V17RD,1 —a\/2n7L 32] V= 1a-'~7QD}>

P = { DlA‘ )= [ﬁD\A,iZ E tapjawRojat-a \ 5 o AQ} Vlisigeo lsfs qD}

mit vy = (N —a)(d — 1) und v, = N — a Freiheitsgraden.
Die der Teststatistik Typ p pja entsprechende Menge der simultanen Konfidenzinter-
valle ist

JaAD, DDA = {jAD, 37, jD‘A7 } ) |3AD,D,D\A| = qAp + 4D + 4D|D-

Bei den Tests auf die Haupteffekte bzw. auf die Wechselwirkung zwischen den
Faktoren wird das multiple Signifikanzniveau sehr gut eingehalten. Die Ergebnisse
der dazugehorigen Simulationsstudien sind in Abbildung und Abbildung in
Abschnitt auf Seite [57] dargestellt.

Die fiir das F1-RM-F1 Design erzielten Ergebnisse lassen sich ohne Weiteres auf
Designs mit mehreren Sub-Plot- beziehungsweise Whole-Plot-Faktoren tibertragen.
Bei den grofleren Designs ist es auch moglich, die gemeinsamen Statistiken fiir das
Testen der Haupteffekte von mehreren Sub-Plot-Faktoren zu konstruieren, die auch
einer exakten t-Verteilung folgen.
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6 Simulationen

Um das Verhalten der neuen Testverfahren zu tiiberpriifen, werden Simulationsstudi-
en durchgefithrt. Das folgende Kapitel préisentiert die Ergebnisse dieser Studien fiir
die Methode der simultanen Konfidenzintervalle und der multiplen Kontrasttests. Als
Referenz dienen die Simulationsstudien zur ANOVA-basierten Varianzanalyse.

6.1 Vorgehensweise

Die Voraussetzung fiir die Bewertung des Verhaltens eines statistischen Tests sind die
Kenntnisse iiber die tatsachliche Verteilung und deren Parameter bei den vorliegenden
Daten. Dieses Wissen wird dadurch gewonnen, dass ein Datensatz mit ausgewahlten
Parametern zu einer vorgegebenen Verteilung erzeugt wird. In der vorliegenden Arbeit
wurde sowohl fiir die Erzeugung der Datensétze als auch fiir die Berechnung der
Quantile der multivariaten t-Verteilung das R-Paket mvtnorm der frei zugénglichen
Software R (www.r-project.org [22] ) verwendet.

Niveau

Bei den Niveau-Simulationen wird empirisch iiberpriift, wie oft die wahre Nullhypo-
these Hy : Hp = 0 falschlicherweise verworfen wird.

Dazu werden mit Hilfe der Funktion rmwvnorm() Stichproben mit dem Stichprobe-
numfang n von d-variaten normalverteilten Zufallsvektoren Y unter Nullhypothese
erzeugt. Das heifit, dass pro Schleifendurchlauf n Zufallsvektoren Y, mit dem vorgege-
benen Erwartungswert g = 0 und der Kovarianzmatrix S = 0.6 I; 4+ 0.4 J,; generiert
und statistisch ausgewertet wurden. In jeder Simulationsstudie wird dieser Vorgang
jeweils ng;,, = 10.000 Mal wiederholt. Fiir die statistische Auswertung wird mittels der
Funktion gmuvt() ein 4quikoordinates a-Quantil der d-variaten ¢-Verteilung berechnet.
Dabei wird das Signifikanzniveau o auf o = 0.05 festgelegt. Da die Korrelationsmatrix
R nur vom jeweiligen Design und den gewahlten Kontrasten abhangt, wird das Quan-
til nicht in jedem Schleifendurchgang bestimmt, sondern einmalig fiir das jeweilige
Design. Das empirische globale Niveau wird als Anteil der negativen Testergebnisse
berechnet und stimmt im Idealfall mit dem nominalen Niveau « tiberein.
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6 Simulationen

Power

Als Power wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Erkennen eines tatsichlich vorliegenden
Unterschieds bezeichnet. So geht es bei der Powersimulation darum, zu untersuchen,
in welchem Mafle das jeweilige Testverfahren dafiir geeignet ist, einen vorliegenden
Unterschied aufzudecken.

Wie gut dies funktioniert, hangt nicht zuletzt von der Alternativhypothese ab. In der
vorliegenden Arbeit wurden zwei unterschiedliche Alternativen bei der Powersimula-
tionen angewandt:

e Fin-Punkt-Alternative: Die Zufallszahlen werden so erzeugt, dass der Unterschied
0 in den Erwartungswerten einzelner Faktorstufen nur an einer Stelle existiert.
Die Abweichung wird in der letzten Faktorstufe platziert: u = (0,...,0,d;)" mit
d; € [0, ¢], und wird schrittweise von 0 bis auf einen fest gewdhlten maximalen
Unterschied 0 verschoben.

e Trendalternative: In diesem Fall sind die Erwartungswerte in allen Faktorstufen
unterschiedlich und steigen von Stufe zu Stufe um einen festen Faktor ¢; an (stei-
gende Trendalternative), beziehungsweise sind die Erwartungswerte von Stufe zu
Stufe um ein §; kleiner als in jeder néchsten Faktorstufe (fallende Trendalter-
native). In der vorliegenden Arbeit wird die Power fiir die ansteigende Trendal-
ternative g = (0, 04, 20;, ..., (d — 1)d;) simuliert, wobei der Verschiebungsfaktor
9; € [0, ] analog zu den Niveausimulationen gleichméafig schrittweise von 0 bis
0 variiert wird.

Auch die Powersimulationen werden — analog zu den Niveausimulationen — zum Signi-
fikanzniveau o = 0.05 und mit ng;,, = 10.000 Wiederholungen fiir jede Verdnderung
der Parameter durchgefiihrt.

6.2 Ergebnisse

Die Simulationsstudien werden fiir die im theoretischen Teil vorgestellten Designs un-
ter Anwendung verschiedener Kontraste ausgewertet. Es werden simultane Konfiden-
zintervalle fiir Dunnett-, Tukey-, Williams- und Average-Kontraste und verschiedene
Kombinationen von Stichprobenumfingen n und unterschiedliche Anzahl der Faktor-
stufen a, b und d konstruiert.

Um das neue Verfahren mit dem klassischen Vorgehen in Beziehung setzen zu koénnen,
werden auch Simulationen zu Repeated Measures ANOVA-basierten Testverfahren si-
muliert. In diesem Zusammenhang ist anzumerken, dass nur die Average-Kontraste —
da hier dieselben Kontraste gebildet werden — einen fairen Vergleich zu ANOVA bie-
ten.

Dunnett-, Tukey- und Williams-Kontraste finden in der Praxis oft Anwendung. Aus
diesem Grund werden die Simulationsstudien auch fiir diese Kontraste durchgefiihrt.
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6.2 Ergebnisse

Zwar sind das Niveau und die Power der Kontrasttests nicht mit denjenigen der
ANOVA-Tests vergleichbar, dennoch kénnen Informationen tber die Giite der Tests,
die auf einigen verbreiteten Kontrasten basieren, gewonnen werden.

6.2.1 Niveausimulationen

Im einfaktoriellen Design RM-F1 werden fiir die Niveausimulationen Datensétze mit
einem Stichprobenumfang n = 5 fiir unterschiedliche Anzahl d der Faktorstufen des
Faktors D generiert. Fiir die Tests iiber den Haupteffekt D zu der Nullhypothese HZ’

(4.1.5) sind die Ergebnisse in Abbildung [6.1] dargestellt:

o

8 i

S n=5

o

8— 7\
s S ’ \
s © b ’ \ /.
2 Voar o N e ~v
c \ N %/o-- -~

o L A ~-.
g B LTS A e = .
S 273 NI Vs et
E @ v . \'ey.(...‘ ------ <
c a4 ~
=2 RS
0 v

<

|

o

—=— Average --A- Tukey -¥- ANOVA

o _—

S Dunnett --¢-- Williams

o T T T T T T

5 10 15 20 25 30
Anzahl Faktorstufen d

Abbildung 6.1: Simulation: Niveau im RM-F1-Design; Test auf Haupteffekt D fiir
Dunnett-, Tukey-, Williams-, Average-Kontraste und ANOVA.

Das Niveau wird sowohl bei allen multiplen Kontrasttests als auch bei ANOVA-
Tests bereits fiir die kleinen Stichprobenumfinge von n = 5 gut eingehalten. Die
Schwankungen liegen innerhalb eines Zufallsstreifen mit der unteren Grenze gjouer =
a — 2.58/% =9 yind der oberen Grenze Gupper = 0+ 2.584/= ( all=a)

Fir Stelgende Stlchprobenumfange haben die Slmulatlonsstudlen gezeigt, dass diese
Schwankungen immer kleiner werden und das Niveau noch genauer eingehalten wird.
Fir das zweifaktorielle Design RM-F2 werden Niveausimulationen mit dem Stichpro-
benumfang n = 5 und b = 4 fiir die Anzahl der Stufen des Faktors B durchgefiihrt:
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6 Simulationen
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Abbildung 6.2: Simulation: Niveau im RM-F2-Design; Test auf Haupteffekt D;
unter Verwendung von Hp (4.2.14]) (links) sowie unter Verwendung
von H,y; (4.2.20) und fir sequentielle ANOVA (rechts).
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Abbildung 6.3: Simulation: Niveau im RM-F2-Design; Test auf Haupteffekt D;

o8

unter Verwendung von H; (4.2.14
(Kontrast 2) und Hp|p,pip (4.2.19)

(Kontrast 1), HBD,D,D|B 4218

(Kontrast 3);

fir Average-Kontraste (links) und fiir Dunnett-Kontraste (rechts).



6.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der Niveausimulationen fiir multiple Kontrasttests auf Haupteffekt
D und der entsprechenden Repeated Measures ANOVA zu der Nullhypothese HZ
sind in Abbildung (links) dargestellt. Genau so wie bei dem einfakto-
riellen Design wird das Niveau bei den Tests auf einzelne Haupteffekte oder auf
Wechselwirkung auch beim zweifaktoriellen Design gut eingehalten.

Abbildung [6.2] (rechts) zeigt die Darstellung der Ergebnisse der Simulationsstudien
fir die multiplen Kontrasttests auf Haupteffekt D, die unter der Verwendung von
H, durchgefithrt wurden, sowie die Ergebnisse der Niveausimulationen fiir
sequentielle ANOVA-Tests auf Haupteffekt D in (2.4 S. [16)). Die multiplen Kon-
trasttests fallen konservativ aus: Das empirische Signifikanzniveau liegt je nach den
Kontrasten zwischen 0.01 und 0.02. Die Ergebnisse des sequentiellen ANOVA-Tests
sind dagegen sehr liberal, das Niveau liegt zwischen 0.09 und 0.1.

Werden die multiplen Kontrasttests auf Haupteffekt D unter der Verwendung von
HBD,D,D|B = (H/BDH/DHb\B)/ (Kontrast 2) oder HD\B,B|D = (Hb\BHlB|D)/

!/

(Kontrast 3) anstatt von H,y; = <I—IJ’BD5I-I]’35HbEH]’3|DEHb|B> (Kontrast 1) realisiert,
so fallen die Tests weniger konservativ aus.

Die Ergebnisse der Niveausimulationen fiir kombinierte Kontraste sind in Abbil-
dung [6.3] dargestellt. Hier werden beispielsweise die Ergebnisse fiir Average- und
Dunnett-Kontraste présentiert. Aber auch bei den Tukey- und Williams-Kontrasten
ist die gleiche Tendenz zu vermerken: Je weniger Kontraste kombiniert werden, desto
weniger konservativ féallt der Test aus.

Fir das zweifaktorielle Design F1-RM-F1 werden Simulationsstudien fir a = 4
Faktorstufen des Faktors A mit den Stichprobenumfangen ny = ny = n3 =n4y =5
im balancierten Fall und n; = ny = 10 und n3 = ns = 5 im unbalancierten Fall
durchgefiihrt.

Werden die multiplen Kontrasttests unter der Verwendung von Hp durchge-
fithrt bzw. der exakte ANOVA-Test (siehe Abschnitt , S zu der Hypothese HY,
wird bei dem balancierten Design das Signifikanzniveau gut eingehalten.
Abbildung (links) zeigt die Simulationsergebnisse: Die Schwankungen liegen inner-
halb eines Zufallsstreifens.

Im unbalancierten Design halten die multiplen Kontrasttests unter der Verwendung
von Hp (5.2.7), im Gegensatz zu ANOVA-Tests das Niveau bis auf die zuldssigen
Schwankungen genau ein. Bei ANOVA-Teststatistiken handelt es sich um eine ap-
proximativ F-verteilte Testgrofle, das Niveau wird fiir weniger als sechs Faktorstufen
noch eingehalten. Mit steigender Anzahl der Faktorstufen werden ANOVA-Tests zu-
nehmend konservativ: Fiir zehn Faktorstufen betrégt das empirische Signifikanzniveau
ca. 0.034.
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Abbildung 6.4: Simulation: Niveau im F1-RM-F1-Design; Test auf Haupteffekt D un-
ter Verwendung von Hp (5.2.7) fiir Dunnett-, Tukey-, Williams-,
Average-Kontraste und ANOVA, im balancierten Design (links) und

im unbalancierten Design (rechts)
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Abbildung 6.5: Simulation: Niveau im F1-RM-F1-Design; Test auf Haupteffekt D
unter Verwendung von Hupppja (0.2.10) fir Dunnett-, Tukey-,

60

Williams- und Average-Kontraste.



6.2 Ergebnisse

In Abbildung|[6.5]sind die Ergebnisse der Simulationen fiir die multiplen Kontrasttests
auf Haupteffekt D unter der Verwendung von Hap p p|a zu sehen. Die Tests
iiber die Average- und Tukey-Vergleiche fallen dabei weniger konservativ aus, als die
Tests iiber die Dunnett- und Williams-Vergleiche. Die Ergebnisse der sequentiellen
ANOVA unterscheiden sich nicht von denjenigen im RM-F1-Design.

6.2.2 Powersimulationen

Fir die Powersimulationen wurde der Stichprobenumfang n = 10 gewahlt. Die
Simulationen fiir das einfaktorielle RM-F1-Design wurden mit d = 6 Stufen des
Faktors D durchgefiihrt.

In dem einfaktoriellen RM-F1 Design ist die Power von allen Testverfahren vergleich-
bar gut (sieche Abbildung . Bei 1-point-Alternativen decken Tukey- und Williams-
Kontraste den Unterschied besser auf als ANOVA-Tests oder Dunnett- und Average-
Kontraste, wahrend bei der Trendalternative die Williams-Kontraste verstandlicher-
weise die besten Ergebnisse liefern. Wie zu erwarten war, ist die Power allgemein bei
einer Trendalternative erheblich besser als der bei der 1-point-Alternative.
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Abbildung 6.6: Simulation: Power im RM-F1-Design; Test auf Haupteftekt D fiir
Dunnett-, Tukey-, Williams-, Average-Kontraste und ANOVA, fiir 1-
point-Alternative (links) und fiir Trendalternative (rechts).
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Abbildung 6.7: Simulation: Power im RM-F2-Design; Test auf Haupteffekt D un-
ter Verwendung von Hp fiir Dunnett-, Tukey-, Williams-,
Average-Kontraste und ANOVA, fiir 1-point-Alternative (links) und
fir Trendalternative (rechts).

Die Powersimulationen im zweifaktoriellen Design RM-F2 werden mit dem Stichpro-
benumfang n = 5 fiir d = 6 Stufen des Faktors D und b = 4 Stufen des Faktors B
durchgefiihrt.

Zum einen wird analog zu dem RM-F1-Design iiberpriift, wie gut eine Alternative bei
einem Test auf Haupteffekt D zu der Nullhypothese H}’ aufgedeckt wird. Die
Powerkurven bei diesen Tests unterscheiden sich nur geringfiigig von den Ergebnissen
im einfaktoriellen Design (siche Abbildung [6.7]).

Zum anderen wird die Glte der Tests auf Haupteffekt D, die unter Anwendung von
H,, mittels einer Gesamtteststatistik durchgefithrt werden, untersucht. Diese
wird mit der Power einer sequentiellen Repeated Measures ANOVA verglichen. Die
Ergebnisse der Powersimulationen fiir die Tests iiber die Gesamtteststatistik und der
sequentiellen ANOVA-Tests sind in Abbildung dargestellt. Sowohl bei der 1-point-
Alternative als auch bei der Trendalternative haben sequentielle ANOVA-Tests eine
hohere Power als die multiplen Kontrasttests. Man sollte aber beachten, dass die se-
quentielle ANOVA hier das Signifikanzniveau nicht einhélt und die Powerkurve bei ca.
0.1 startet.

Von den multiplen Kontrasttests schneiden zwar Average- und Tukey-Kontraste bei
der 1-point-Alternative am besten ab; Williams-Kontraste haben die héchste Power
bei vorliegender Trendalternative, die Power bei den iibrigen Kontrasten féllt aber
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6.2 Ergebnisse

nicht wesentlich schlechter aus.
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Abbildung 6.8: Simulation: Power im RM-F2-Design; Test auf Haupteffekt D un-
ter Verwendung von H, fir Dunnett-, Tukey-, Williams-,
Average-Kontraste und mit sequentiellen ANOVA-Tests, fir 1-point-
Alternative (links) und fir Trendalternative (rechts).

Fir die Powersimulationen im F1-RM-F1 Design wurde die Anzahl der Faktorstufen
des Faktors D d = 6 und die Anzahl der Faktorstufen des Faktors A a = 4 gewihlt.
Im balancierten Design sind alle Stichprobenumfange n; = ny = n3 = ny = 10 gleich.
Fiir das unbalancierte Design wurden die Stichprobenumfinge n; = ny = 10 und
ng = ng = 5 gewahlt. Die Ergebnisse fiir die Aufdeckung des zwischen den Stufen des
Faktors D vorliegenden Unterschiedes fiir das balancierte Design, sind in Abbildung
graphisch dargestellt.

Die Power fiir verschiedene Kontraste und ANOVA unterscheiden sich nicht gravie-
rend voneinander. Wie erwartet, haben multiple Kontrasttests unter Verwendung von
Hp fir Williams-Kontraste die beste Power bei der Trendalternative, und
Average- und Tukey-Kontraste sowie ANOVA schneiden etwas besser im Aufdecken
der 1-point-Alternative ab.

Abbildung [6.10] zeigt die Ergebnisse der Simulationsstudien fiir das unbalancierte
Design. Die Power im balancierten Design unterscheidet sich nicht wesentlich von der
Power im unbalancierten Design.
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Abbildung 6.9: Simulation: Power im balancierten F1-RM-F1-Design; Test auf Haupt-
effekt D unter Verwendung von Hp (5.2.7) und exakte ANOVA, fiir
1-point-Alternative (links) und fiir Trendalternative (rechts).
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Abbildung 6.10: Simulation: Power im unbalancierten F1-RM-F1-Design; Test auf
Haupteffekt D unter Verwendung von Hp und approximati-
ve ANOVA| fiir 1-point-Alternative (links) und fir Trendalternative
(rechts).
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6.2 Ergebnisse

Es wurden ebenfalls Simulationsstudien fiir gréffere Stichprobenumfange und steigen-
de Anzahl von Faktorstufen durchgefiihrt. Bereits bei einem Stichprobenumfang von
n = 15 unterscheiden sich die Power der verschiedenen Kontraste nur noch kaum
voneinander. Die Power fiir die 1-point-Alternative wird mit steigender Zahl der Fak-
torstufen zunehmend schlechter. Dieses Resultat war auch zu erwarten, denn je mehr
Faktorstufen vorhanden sind, desto schwieriger wird es, den in nur einer einzelnen
Stufe existierenden Effekt aufzudecken.

Insgesamt sind die Ergebnisse der Simulationsstudien sehr zufriedenstellend. In ei-
nigen Versuchsdesigns fallt die Power der multiplen Kontrasttests etwas hoher aus
als die Power der Repeated Measures ANOVA. In anderen hingegen ist die Power
der multiplen Kontrasttests geringfiigig niedriger als in vergleichbaren ANOVA-Tests.
Der Informationsgewinn durch die multiplen Kontrasttests gegentiber der ANOVA-
Testverfahren ist dagegen enorm.
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6.3 Auswertung des einfithrenden Beispiels
Im ersten Kapitel der Arbeit wurde ein Beispiel aus einer Studie zu dem Einfluss der

FGF-2 Proteinexpression vorgestellt. Dieses Beispiel wird nun zum einen mittels der
multiplen Kontrasttests und zum anderen mittels der ANOVA-Tests ausgewertet.

Bei der ANOVA-Methode wird zunéchst die Globalhypothese gepriift: Man priift, ob
iiberhaupt irgendwo an irgendeiner Stelle ein Effekt vorliegt:

Tabelle 6.1: Ergebnis des Tests auf Globalhypothese, ANOVA

Effect | Num DF | Den DF | F Value | Pr > F(DDF)
Dosis | 3 | 12 | 657 |  0.0071

Offensichtlich ist ein signifikanter Unterschied vorhanden, da der p-Wert von 0.0071
unter dem Signifikanzniveau von a = 0.05 liegt.

Im néchsten Schritt werden die paarweisen Vergleiche zum adjustierten Signifikanz-
niveau durchgefiihrt:

Tabelle 6.2: Ergebnisse des BRDU-Einbaus, der paarweisen Vergleiche Dosis 0.0 vs.
aktiven Dosen, ANOVA

Effects DF | |t | Adj Pr Adj Pr Adj Pr
Value | Dunnett | Bonferroni | Tukey
Dosis 0.0 - Dosis 0.1 | 12 | 0.74 | 0.8045 1.000 0.8805

Dosis 0.0 - Dosis 1.0 | 12 1.96 0.1727 0.4439 0.2566
Dosis 0.0 - Dosis 10 12 3.23 0.0188 0.0434 0.0318

Nur der p-Wert fiir den Vergleich der Dosen 0.0 und 10 liegt unter dem Signifi-
kanzniveau von 0.05, also ist ein signifikanter Unterschied zwischen diesen beiden
Faktorstufen festzustellen.

Bei der Auswertung des Beispiels mit der Methode der multiplen Kontrasttests
werden sofort drei paarweise Vergleiche durchgefiihrt: Die Dosisstufe 0.0 (also keine
Zugabe einer stimulierenden Substanz) wird mit drei verschiedenen Dosierungen
(0.1ng, 1.0ng und 10 ng) verglichen.
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Simultane Konfidenzintervalle
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Abbildung 6.11: Ergebnisse des BRDU-Einbaus, Graphische Darstellung der simulta-
nen 95%-Konfidenzintervalle zu den Dunnett-Vergleichen Dosis 0.0
vs. aktive Dosen

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

Tabelle 6.3: Ergebnisse des BRDU-Einbaus, simultane 95%-Konfidenzintervalle zu den
Dunnett-Vergleichen: Dosis 0.0 vs. aktive Dosen

Vergleich | Differenz SKI

1 — M2 -0.0221 | [—0.1025,0.0582]
1 — fi3 0.0588 | [—0.0216,0.1392]
1 — [y 0.0970 [ 0.0166,0.1774]

Es ist nur zwischen der Dosisstufe 0.0 und der Dosisstufe 1.0 ein signifikanter
Unterschied erkennbar. Die Differenz der Mittelwerte in beiden Dosisstufen betragt
0.097 und das dazugehorige Konfidenzintervall liegt vollstandig im positiven Bereich
— es enthalt folglich nicht die Null. Dies fithrt zum Verwerfen der Nullhypothese tiber
die Gleichheit beider Mittelwerte.

Im Gegensatz zu den ANOVA-Testergebnissen haben wir mit den simultanen Konfi-
denzintervallen bereits Informationen tiber das Ausmafl des Unterschieds erhalten.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Bretz, Genz und Hothorn [3] (2001) haben die Methode der multiplen Kontrasttests
fir homoskedastische normalverteilte unabhéngige Beobachtungen entwickelt. In
Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde diese Methode auf Repeated Measures Designs
erweitert. Dabei lag der Fokus der Arbeit auf der Entwicklung der Teststatistiken, die
einer exakten ¢-Verteilung folgen.

Es wurden exakte Teststatistiken fiir das einfaktorielle Design RM-F1, das zweifak-
torielle Design mit zwei Sub-Plot-Faktoren RM-F2 und das zweifaktorielle Design
mit einem Whole-Plot-Faktor und einem Sub-Plot-Faktor F1-RM-F1 hergeleitet.
Die Moglichkeit, die Kontrastmatrizen der konkreten Fragestellung anzupassen und
gegebenenfalls nach Bedarf zu kombinieren, fithrte zur Entwicklung einer Alternative
fir die sequentielle Vorgehensweise der ANOVA-Tests. Das sequentielle Verfahren
mit einem Vortest auf Wechselwirkung und darauffolgenden parallelen Tests bei der
ANOVA-basierten Analyse wird bei den multiplen Kontrasttests im RM-F2-Design
durch einen einzigen Test ersetzt. Diese Ergebnisse konnten teilweise auf das F1-RM-
F1 Design tibertragen werden.

Die Resultate fiir die zweifaktoriellen Designs konnen durch weitere Unterindizierung
auf die Designs mit mehreren Sub- beziehungsweise Whole-Plot-Faktoren erweitert
werden.

Die erzielten Ergebnisse ermoglichen zukiinftig in parametrischen gemischten Mo-
dellen — sofern die Annahmen der Compound Symmetry und Homoskedastizitat
gerechtfertigt sind — die Konstruktion von simultanen Konfidenzintervallen fiir
beliebige Linearkombinationen von Mittelwerten. Fiir derartige Modelle wurde
in dieser Arbeit eine gute Alternative zum ANOVA-Testverfahren zur Verfiigung
gestellt. Denn zum einem bieten die simultanen Konfidenzintervalle entscheidend
mehr Informationen iiber das Ausmafl des vorliegenden Effektes als lediglich eine
Signifikanzaussage, wie es bei den ANOVA-Testverfahren der Fall ist. Zum anderen
gestatten die simultanen Konfidenzintervalle — im Gegensatz zu ANOVA-Tests — eine
Anpassung an die spezielle Fragestellung der Anwender.

Niveau- und Powersimulationen haben gezeigt, dass die Giite beider Testverfahren
sich nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Die offensichtlichen Vorteile der
simultanen Konfidenzintervalle und der multiplen Kontrasttests in praktischer
Anwendung, sind ein weiteres Argument fiir den Einsatz dieses Testverfahrens bei
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der statistischen Auswertung.

Die Konstruktion der exakten Kontrasttests war nur unter der Annahme einer Com-
pound Symmetry Kovarianzstruktur und der Homoskedastizitéit innerhalb der Grup-
pen moglich. In der Praxis sind diese Kriterien oft nur schwer erfiillbar. Sobald man
aber eine der Annahmen lockert, ist lediglich ein approximativer Losungsansatz rea-
lisierbar. Demzufolge ware es sinnvoll, die multiplen Kontrasttests fiir heteroskedasti-
sche Beobachtungen und verschiedene Kovarianzstrukturen zu entwickeln. Auf diese
Weise konnte der Anwendungsbereich der simultanen Konfidenzintervalle wesentlich
erweitert werden.
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A Anhang

A.1 Weitere Satze und Definitionen

A.1.1 Verteilungen

DEFINITION A.1.1. (MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG )

(1) Die Zufallsvariablen Uy seien unabhdngig standardnormalverteilt U, ~ N(0,1).
Die Verteilung von U = (Uy, ..., U,)" heifst n-dimensionale Standardnormalver-

teilung. Es ist E(U) =0 und Cov(U) = I,
U~ N(0,1I,).

(2) Sei Apxn,m < n undY = AU + p, p € R™. Dann ist Y m-dimensional
normalverteilt mit E(Y') = p und Cov(Y) =V = AA’

Y ~ N(p, V).
DEFINITION A.1.2. (#-VERTEILUNG)

(1) Die Zufallsvariablen U ~ N(0,1) und C ~ x? seien unabhingig. Dann ist der
Quotient
r U
c

zentral t-verteilt mit v Freiheitsgraden.

(2) Seien die Zufallsvariablen Y ~ N(u,1) und C' ~ x* von einander unabhdngig.
Dann ist der Quotient

Y
ro ¥ _Utn

\/E c
nichtzentral t-verteilt mit v Freiheitsgraden und dem Nichtzentralitatsparameter

5:ﬁ.

~t,(0)
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DEFINITION A.1.3. (MULTIVARIATE t-VERTEILUNG )

Der Zufallsvektor Y = (Y1,...,Y,) ~ N(u, R) sei g-dimensional standardnormalver-
teilt mit dem Erwartungswertvektor E(Y) = p = (fu1, ..., ptg) und der Korrelations-
matriz R. Seien C' ~ x2 und Y unabhingig. Dann ist der Zufallsvektor

/
vy,
T = (\/57 S \F) ~ lgv5,R
nichtzentral g-variat t-verteilt mit v Freiheitsgraden und dem Nichtzentralitdtsparame-
/
ter 6 = (\7?,..., ch> .

DEFINITION A.1.4. (x2-VERTEILUNG)

(1) Der Zufallsvektor U = (Uy,...,U,)" sei n-dimensional standardnormalverteilt
U ~ N(0,1,). Die Summe C =U'U = Y_}_, U? heifit zentral x*-verteilt mit n
Freiheitsgraden:

Y Ui~ X2
k=1

(2) SeiY =U + p, p € R" ein Zufallsvektor. Die Verteilung von'Y ~ N(m, I,,) ist
eine n-dimensionale Normalverteilung mit E(Y) = u.
Dann ist die Summe C = Y'Y = Y}_, Y2 nichtzentral x*(\)-verteilt mit n
Freiheitsgraden und dem Nichtzentralititsparameter X = p'p = Sp_, pa:

Z Yk2 ~ Xi()\)-
k=1

A.1.2 Definitionen

DEFINITION A.1.5. (COMPOUND SYMMETRY KOVARIANZSTRUKTUR)
Fiir ein Zufallsvektor Y = (Yy....,Y,) liegt eine Compound Symmetry
Kovarianzstruktur vor, falls gilt:

(1) alle Varianzen sind gleich: Var(Yy) = 0%, Vk=1,...,n
(2) alle Kovarianzen sind gleich: Cov(Yy,Yw) =7, VE#K =1,....n
DEFINITION A.1.6. (SIMULTANE KONFIDENZINTERVALLE)

(1) Sei Y = Xb+¢€Y € RV X € RV b € R? und | X'X| # 0. Fiir den Feh-
lerterm gelte € ~ N(0,0%Iy), ¢ = (c1,...,cq) sei ein Vektor mit vorgegebenen
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Konstanten und 62 sei der Varianzschditzer mit 0—1’262 ~ x2. Dann heifit

~ 1/2
T, = &b £ b1 a0 [¢(X'X) ']

Konfidenzintervall fir die Linearkombination ¢'b mit der Konfidenz-
(Uberdeckungs- Jwahrscheinlichkeit
P(cdbeZ.)=1—-a.

(2) Bezeichne C die Menge von Vektoren c. Dann heifst die Menge {Z.,c € C}
stmultanes Konfidenzintervall mit der Konfidenzwahrscheinlichkeit P(c'b €
IceC)=1-a.

DEFINITION A.1.7. (FAMILIENBEZOGENE FEHLERRATE FWE; )

Seien F = {H},..., H{} eine Familie von Nullhypothesen und ¢ = (¢1,...,d,) ein
dazugehoriger multipler Test. Bezeichne M(F, @) die zufillige Anzahl der filschlicher-
weise abgelehnten Nullhypothesen HY. Dann heifst

FWE, =D, (U{@ = 1}) fiir alle 0 € Hy = (\{Hp}, 0 # 0 und VI C {1,...,q}

lel lel

die Familienbezogene Fehlerrate im starken Sinne und der multiple Test ¢
kontrolliert die FW E oder das globale Niveau o , falls FWE, < a.

DEFINITION A.1.8. (ERWARTUNGSTREUE)
Sei {Fy,0 € O} eine Klasse von Verteilungen. Ein Schéitzer T : R" — O heifst
erwartungstreu fir 0, falls Eg(T) = 6 fir alle 0 € ©.

DEFINITION A.1.9. (QUADRATISCHE FORM)
FirY = (Y1,...,Y,) ein Zufallsvektor und A eine symmetrische Matriz heifit Y/ AY
eine zufallige quadratische Form.
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A.1.3 Satze

SATZ A.1.10. (ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ)

Sei Y = (\Y1,...,Y,) ein Zufallsvektor mit dem Erwartungswert E(Y) = p und der
Kovarianzmatriz Var(Y') = V. Des Weiteren seien A € R™ " und b € R™ gegeben.
Dann gelten

(1) E(AY +b) = Ap+b und E(AY'V) = Aub/,
(2) Var(AY +b) = AV A"

SATZ A.1.11. (SATZ VON GAUSS-MARKOV-AITKEN)

Sei’Y = X b+ € mit einem konstanten, unbekannten Parametervektor b und
| X' X | # 0 und sei E(€) =0 und Cov(e) =S > 0.

Dann gilt

1. Der Schitzer b= (X'S'X)'X'S"YY minimiert den Mahalanobis-Abstand
von Xb. Man nennt diesen Schitzer verallgemeinerten Kleinste-Quadrate Schdt-
zer (generalized least squares (GLS) estimator) fiir b.

2. Fir jede Kovarianzmatriz ¥ > 0 ist b= (X'S'X)"'X'SY erwartungstreu
fiirb. Insbesondere ist by = (X' X) ' X'Y erwartungstreu fir b. Dieser Schitzer
heifit gewchnlicher Kleinste-Quadrate Schatzer (ordinary least squares (OLS)
estimator) fir b.

3. Unter allen Schitzern b* = AY, fir die E(b*) = b gilt, hat b minimale Vari-
anz (d.h. jedes Diagonalelement von Cou(b*) ist minimal, best linear unbaised
estimator (BLUE)), wobei A # 0 eine beliebige k x N-Matriz ist.

4. Es ist b= BO genau dann, wenn
X'SI-X(X'X)X")=0
gilt.

SAaTz A.1.12. (SATZ VON LANCASTER)

Sei Y = (\Y1,...,Y,) ein Zufallsvektor mit dem Erwartungswert E(Y') = p und der
Kovarianzmatriz Var(Y) = V. Des Weiteren sei A eine symmetrische Matriz und
Sp(-) bezeichne die Spur einer Matriz.

Dann gilt fir die quadratische Form Y'AY :

E(Y'AY) = Sp(AV) + ' Ap.

Beweis. Siehe z.B. Koch [12] (Satz 271.1, Seite 145) O
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SaTz A.1.13. (KOVARIANZ VON QUADRATISCHEN FORMEN)

Sei Y = (Y1,...,Y,) ein normalverteilter Zufallsvektor mit dem Erwartungswert
E(Y) = p und der Kovarianzmatriz Var(Y) = V. Des Weiteren seien A und B
symmetrische Matrizen.

Dann gilt fir die quadratischen Formen Y'AY und Y'BY :

(1) Cov(Y'AY ,Y'BY) = 2Sp(AVBV) + 4/ AV Bp.
(2) Var(Y'AY) = 25p[(AV)2] + 4/ AV Ap.

Beweis. (1) Siehe z.B. Koch [12] (Satz 271.2, Seiten 145-146)

(2) Folgt sofort aus (1) mit B = A.
[l

SATZ A.1.14. (VERTEILUNG EINER QUADRATISCHEN FORM)
Sei Y = (Y1,...,Y,) ein normalverteilter Zufallsvektor mit dem Erwartungswert

E(Y) = p und der Kovarianzmatriz Var(Y) =V mit |[V| # 0. Des Weiteren sei A
eine symmetrische Matriz und fir den Rang der Matriz A gelte r(A) = r(AV).
Dann folgt die quadratische Form Y'AY ~ x2()\) einer x*-Verteilung mit v = r(A)
Freiheitsgraden und dem Nichtzentralitatsparameter A = ' Ap genau dann, wenn AV
idempotent ist.

Beweis. Siehe z.B. Koch [12] (Satz 272.1, Seite 145) O

SAaTz A.1.15. (SATZ VON CRAIG-SAKOMOTO)

Sei Y = (Y1,...,Y,) ein normalverteilter Zufallsvektor mit dem FErwartungswert
E(Y) = p und der Kovarianzmatriz Var(Y') = V. Des Weiteren seien A und B
symmetrische positiv semidefinite Matrizen und b ein konstanter Vektor. Dann gilt:

1. Die quadratischen Formen Y'AY und Y'BY , beziehungsweise Y'AY und BY
sind stochastisch unabhdngig, falls BV A = 0 ist,

2. AY und b'Y sind stochastisch unabhdngig, falls ¥V A = 0 ist.
Beweis. Siehe z.B. Koch [12] (Satz 273.1 und Satz 274.1, Seiten 147-148) O

SAaTz A.1.16. (F-TEST FUR DAS GEMISCHTE MODELL)

SeiY = X b+ XoZ + €, wobei b € R unbekannter Parametervektor,

Z = (Z},...,Z) ein Parametervektor des zufilligen Faktors, X; und X, Designma-
trizen mit X, € RV*? X1 X, requlir. Ferner sei S = Cov(Y) und € ~ N(0,0°Iy).
Sei H € R**? mit s < d und r(H) < s eine Hypothesenmatriz. Des Weiteren sei
A = H(X{,S’_le)f1 H' und A~ sei eine symmetrische reflexive verallgemeinerte
Inverse zu A. Dann gilt
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(1) Qu=Y'S™ | X, (X{S7' X)) H'A"H (X{S7'X1)"' X{| S7'Y ~ x%;(\)
mit A = b’H’A Hb.

(2) Unter Hy: Hb =0 ist Qu ~ X2z (0).

(3) Sei R = Y'S™! (IN—X1 (X1 Xx)7" X{) Y, dann sind Qg und R3 sto-
chastisch unabhdingig und es ist Ry ~ Xx_,x,)(0), falls die Matriz
S-1 (Xl (X1 Xx,)™! X{) symmetrisch ist.

Sei ferner 30, ¢;T; eine S-orthogonale Zerlegung von S—* (IN - X; (X{Xl)_l X{),
das heifit es gelte T;ST; =0 firi#j=1,...,a+ 1.

Sei Héi) : H;b = 0 die Hypothese zum i-ten festen Effekt und QSL? = cj(H,-B)’A‘I—IiB
und S? = ¢;Y'T;Y , dann gilt weiter

(4) Q(I_? und S? sind stochastisch unabhingig,

(5) S} ~ X?(Ti)(0)7

(6) Q ~ Xoeay (i) mat A —c*b’I-I’A_H-b,
unter H(g : H;b =0 folgt Qh ~ XT(H)(O)

_QV/r(H)  c;(HbYA Hb/r(H,)
(7) F, = 52/( = ey~ FOED. @),

unter HO : H:b =0 folgt F; ~ F(r(H;),r(T})).
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A.2 Beweise

A.2.1 Beweis zu dem Satz [4.2.1], Seite [37]

BEWEIS:
(2) Die Bedingungen des Satzes tiber die Verteilung von quadratischen Formen (siehe

Anhang|A.1.14) fur Y’ (%A) Y sollen nun iberpriift werden:

e Um den Satz anwenden zu konnen, benotigt man einen normalverteilten Zu-
fallsvektor und eine symmetrische Matrix. Der Zufallsvektor Y (4.2.11)) und die
Matrix %A erfiillen diese Voraussetzungen. Des Weiteren soll die Kovarianzma-
trix V' = I,, ® S regulér sein. Auch diese Bedingung ist erfiillt: Da die Matrizen

I, und S(4.2.10) regulér sind, d.h. |I,,| # 0 und |S| # 0, ist auch das Kronecker-
produkt der beiden Matrizen regular: |V| = |I,, ® S| # 0.

e Das Produkt der Kovarianzmatrix V' und der Matrix %A soll idempotent sein,
2
dh. (£AV) = LAV
Zuerst wird nur das Produkt der Kovarianzmatrix V' und der Matrix %A be-
trachtet:

%AV: O%(Pn®Pb®Pd)(In®S) =P, P, P,=A.

Offensichtlich ist die Matrix A als Kroneckerprodukt von zwei idempotenten
Matrizen ebenfalls idempotent:

A’=(P,o P,®P) (P, P,®P)) =P, P, P, = A.
2
Damit gilt fiir das Produkt: (ﬁAV) = A? = A, also ist das Produkt der

Kovarianzmatrix und der Matrix A idempotent.

e Auflerdem werden die Range von U—IQAV und von G%A auf Gleichheit tiberpriift:
r(ZAV) =r(A)=r(%A).
Somit ist der Rang des Produkts ﬁAV gleich dem Rang der Matrix ﬁA.

Die Bedingungen sind erfillt, folglich ist die quadratische Form Y~ %AY ~ x2(\)
x>-verteilt mit v = r(A) Freiheitsgraden und dem Nichtzentralititsparameter ). Letz-
terer ist definiert durch A\ = E(Y) AE(Y) und betrégt

A=, op) (2P.@PeP) (1,0 p) = % (1,P.1,) @(1(P, @ P)p) = 0.

=0

r(A) ~2

Folglich ist —- 07 ~ x> zentral y?-verteilt mit v Freiheitsgraden.
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Fiir die idempotente Matrix A gilt 7(A) = Sp(A), ist also die Anzahl der Freiheits-
grade v = Sp(A) = (n—1)(b—1)(d —1).

(1) Zu beweisen ist, dass E(5?) = 0.

Fiir eine Zufallsvariable C' ~ x2 gilt: der Erwartungswert E(C') ist gleich dem Frei-
heitsgrad E(C) = v.

Da "A)52 Xocay X-verteilt ist, gilt:

o2

Also ist 62 ein erwartungstreuer Schitzer fiir 0.

A.2.2 Beweis zu dem Satz [4.2.2], Seite 39

BEWEIS:

Es wird die Teststatistik

_ T ﬁqH /_ ﬁl/\/ﬁ 77‘JH/\@ /
TH_ﬁ(\/—fﬁ?’m’ qu32) ‘ﬁ( NI

betrachtet, wobei fgy = (fi1,..., f,, )" ein fester Vektor der Vorfaktoren ist.

Der Schétzer des Erwartungswertvektors lasst sich als Produkt der Matrix %1;®Ib®Id
und des Datenvektors Y darstellen: i = (Y.11,...,Y 4q) = (%1; @I, ® Id> Y und

Vektor der Vergleiche ist gegeben durch ny = Hu = H (%1; R I ® Id> Y.
Zu zeigen ist, dass

. ~ /
m_ ... g — F#5H, — 19/
<\/f_1’ , \/Z) F iy FH(nln ®Ib®Id) Y und
=:B
5'2 = Y/ W}M@Pd))(Pn X Pb X Pd) Y unabhéngig Sind,
=:A
wobei F' = diag(fi, ..., f;,) eine Diagonalmatrix ist.
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In diesem Fall gilt:

BCoo(Y)A = FH (1,0 L,® 1) (L,®S) (;persp P ® P P)

P,®P,®Py)

= smarepy P H |5 L1LP, | © (L, ® 1,)S(P,® Py)) = 0.
=0

Nach dem Satz von Craig-Sakomoto (siehe Anhang [A.1.15] Seite [75)) sind
!/
(771/\/f1, o 7ﬁqH/1/qu) und 62 unabhingig.

Dann folgt die Teststatistik T' ~ t,,, ,.5,.ry €iner gg-variaten t-Verteilung mit v Frei-
heitsgraden, der Korrelationsmatrix Ry und dem Nichtzentralitatsparameter dy.
O

A.2.3 Beweis zu dem Satz [5.3.1], Seite [49

BEWEIS:
Die Bedingungen des Satzes iiber die Verteilung von quadratischen Formen (sie-
he Anhang [A.1.14) werden nun fiir die quadratischen Formen Y’ (%A) Y und

Y’ (%B) Y iiberpriift. Die Anforderungen an den Datenvektor Y, seine Kovari-
anzmatrix Cov(Y') und an die Matrix ;A sind erfiillt:
e Y ist ein normalverteilter Zufallsvektor und sowohl %A als auch éB sind
symmetrischen Matrizen.

e Die Kovarianzmatrix V' von Y ist regulér, da |@}, I,,,| # 0 und |S| # 0 und
somit auch |V| = |@, I,, ® S| # 0.
(1) Es bleibt noch zu zeigen, dass das Produkt AV idempotent ist und dass die
Réange von Produkt und Matrix %A gleich sind:

r(2AV) =r(%A).

Fir eine symmetrische Matrix A = @7, P,, ® P, ist das Produkt von V und der
Matrix %A idempotent:

LAV - (@pm ®pd> (@Im ®s> _DP.oP- A
i=1 =1 i=1

Offensichtlich ist A als Kroneckerprodukt von zwei idempotenten Matrizen ebenfalls
idempotent:

(G} P, ® Pd> <69 P, ® Pd> =@ P, P
1=1

i=1 =1
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AuBlerdem ist der Rang von AV gleich dem Rang von - L A:
r (%AV) =r(A)=r (U%A) :

Da die Bedingungen erfiillt sind, ist Y’ (% ) ) mit v = r(A) Freiheitsgra-
den und dem Nichtzentralitdtsparameter A = Y)’ AE (Y)

A= (1, Qpy,.... 1, ®py) (;@Pni(@Pd) 1, @pp,..., 1, @up,)

i=1

:% 1;1Pn11n1_|_..._|_1;1apna1na ®(u’1Pdu1+...—|—M;Pdua):0.
—_——— —

=0 =0

Da A = 0, ist folglich T(A)a ~ X2 zentral y*-verteilt mit v Freiheitsgraden.

Fiir eine idempotente Matrix A ist 7(A) = Sp(A), also ist die Anzahl der Freiheits-
grade v = Sp(A) = (N —a)(d — 1).

Noch zu beweisen ist, dass E(5?) = o
Fiir eine Zufallsvariable C' ~ x?2 gilt: Der Erwartungswert E(C) ist gleich dem Frei-
heitsgrad E(C)

Da ” ( o % A) Xz—verteilt ist, gilt fiir den Erwartungswert:

E("196%) = "2 E (6%) = r(A)

o2 o2
— F (62) = %T(A) = o

Also ist 62 ein erwartungstreuer Schitzer fiir 0.

(2) Die Beweisfiihrung erfolgt analog zu (1):
Fiir B = @, P,, ® LJ, gilt:

2BV =& (@Pm ® 1Jd> (@Im ® S) =PPr, 0iJ.=B.
A i=1 i=1
Das Produkt )
(U{%Bv) = (B)?

ist idempotent, da B? = (@, P, @ 1J4) (®, P, ® 1Ju) = @, P, ® }Ju = B
ist.
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Damit ist auch der Rang des Produktes und der Matrix U%B gleich:
A

, ((%BV) — r(B)=r (;3) .

A

Der Nichtzentralitatsparameter ergibt sich zu
A= (1, @uy,.... 1, ®py) (C}i@Pm@Clle) (1, ®py,..., 1, @u,) =0,
i=1

r(B)
o2
A

folglich ist 74 ~ X2 zentral y?-verteilt mit v = N — a Freiheitsgraden.

Der Erwartungswert von 6% ist demnach

E("25) = "2E(3) = r(B)
—  E(6}) =04

Also ist 6% ein erwartungstreuer Schétzer fiir o%.

A.2.4 Beweis zu dem Satz 5.4.1] Seite 52|

BEWEIS:
Es wird die Teststatistik

/ . /
Ty = L Tl _ ﬁl/vf1_” nq/\/f:
betrachtet, wobei fy = (f1,..., f;) ein fester Vektor der Vorfaktoren ist. In Abhén-

gigkeit von der Hypothesenmatrix steht 6% fiir einen der beiden Varianzschitzer o>

oder 0% aus dem Satz[5.3.1]

Zu beweisen ist, dass der Zahler und der Nenner der Teststatistik voneinander

~ e !/
unabhéangig sind, d.h. konkret dass ( ... > sowohl von &2 als auch von &%
glg NG NG A
unabhéngig ist.

Der Schétzer des Erwartungswertvektors lasst sich als Produkt der Matrix
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¢ | =1, ® I, und des Datenvektors Y darstellen:

i=1 1,

p= 11, Yaa) = <@ nil; ® Id> Y,
i=1

dann ist der Vektor der Vergleiche durch ngy = Hu = H ( p il;i ® Id) Y gege-

i=1 n,
~ -~ /
ben. Weiterhin lédsst sich der Vektor <\7f_’ R \7}7) als Produkt einer Matrix B und
1 1

des Datenvektors Y darstellen:

—~ ~ / a

’)71 77[ ~ 14/
o :FnH:FH<@_1n.®Id>Ya
(x/f1 \/fl) =

B

wobei F' = diag(fi,..., f,) eine Diagonalmatrix ist.

Die Varianzschétzer sind quadratische Formen, die durch die symmetrischen Matrizen
A; und A mit dem Datenvektor Y gebildet werden:

2 _ v 1 g o
o°=Y r(@?:le_@pd) (lez? Pni ®Pd> Y Y AlY,
—A,
52 =Y’ 1 “Pn_(g)lj Y —Y'AY
! ’“(@Ll Pni@%Jd) ZE:Dl i & gJd )

—As

Die Bedingung des Satzes von Craig-Sakomoto (siehe Anhang |A.1.15))wird fir beide
Varianzschétzer geprift:

B CO'U(Y)Al = FH (@ niz]_;% & Id) (@ Inl & S) (W @Pnl & Pd>
i=1 R

i=1

a

1 1 / _
WH @E]‘nlInanz ®(IdSPd) == 07

=1
=0
_ 1 ™1 17—
BCou(Y)A, = r(@;‘_lpn@;Jd)FH 6291” U, L.P, | @ (IS 3J.) = 0.
=0

Dem Satz von Craig-Sakomoto(A.1.15)) zufolge gilt: Sowohl (ﬁl/\/ﬁ, Mg/ /qu),
und 2, als auch (ﬁl /N e, [y qu>/ und 7% sind unabhéngig.
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Dann folgt die Teststatistik Ty ~ ty, .. 6, Ry €iner gy-variaten t-Verteilung mit v,
Freiheitsgraden, der Korrelationsmatrix Ry und dem Nichtzentralitdtsparameter dg
fir alle Hypothesenmatrizen H € {Hp, Ha, Hp, Hpja, Hap p,pja}-

[]

A.3 ANOVA-Teststatistiken

RM-F1 Design

o24dr?

Fiir das RM-F1 Design in (4.1.1)) mit dem Datenvektor Y, wie in (4.1.3] S.[22)) definiert
und der Zerlegung der Varianz R2 = Y’ (U—IQPn ® Pd) Y+Y' (5P, ® éJd> Y.

SlNX?nfl)(dfl) S2rx7 1
mit Projektoren P; und Einsermatrix Jy hier und im Folgenden wie in (2.1}, S[7]), wird
folgende Teststatistik zu der Nullhypothese HP : Pyu = 0 konstruiert:

Tabelle A.1: Teststatistik fiir die einfaktorielle Repeated Measures ANOVA, RM-F1
Design

Effekt ‘ Teststatistik ‘ Verteilung unter H
(Y (&1hh® P)Y.) /(d—1)
(Y (LP.®Pa)Y)/(d—1)(n—1)

Haupteffekt D

Fla-1),(n-1)(@-1

RM-F2 Design

Fir das RM-F2 Design in (4.2.1) mit dem Datenvektor Y, wie

in  (4.2.11, S. definiert und der Zerlegung der Varianz RZ =

Y’ (%Pn ® Pbd) Y +Y’ (mPR ® éde) Y werden folgende Teststatistiken

SlNX%nfl)(bd—l) S2ex

zu den Nullhypothesen wie in ([2.4] S[14]) konstruiert:

Tabelle A.2: Teststatistiken fiir die zweifaktorielle Repeated Measures ANOVA, RM-
F2 Design
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Effekt Teststatistik Verteilung
unter Hy

nY (P @ P)Y/(b-1)(d-1) |,
Y (P,@Pu)Y/(n—1)(bd—1) | 7DD 000D

Wechselwirkung

nY (P, ® 3J)Y/(b— 1)
Y' (5P, @ Pu) Y /(n—1)(bd — 1)

Haupteffekt B Flo-1),(n-1)(ba-1)

nY, (30, ® Py)Y./(d—1)

Haupteffekt D
auprene Y' (P, @ Pu) Y /(n—1)(bd — 1)

Fla—1),(n—1)(pa—1)

F1-RM-F1 Design
Fiir das F1I-RM-F1 Design in (5.1) mit dem Datenvektor Y, wie in (5.1.2] S.

definiert und der Zerlegung der Varianz

R=Y (LLoP,oP)Y+Y (=l.o P, LL)Y

024+dr?

2 2
S1~X(N—a)(d-1) S2XN g

werden folgende Teststatistiken zu den Nullhypothesenin (2.4] S[14]) konstruiert:

Tabelle A.3: Teststatistiken fiir die zweifaktorielle Repeated Measures ANOVA, ba-
lanciertes F1-RM-F1 Design

Effekt Teststatistik Verteilung
unter Hy

Y (Po®ld,® Py)Y/(a—1)(d—1) .
Y! (I(z @ P, ® Pd) Y/(N _ a) (d _ 1) (a—1)(d—1),(N—a)(d—1)

Wechselwirkung

Y (Po®ld,®lJ)Y/(a—1)
Y' (L@ P,®1Js) Y/(N - a)

Haupteffekt A Fla—1),(n-a)

Y’ (gJa ® L, ® Pd) Y /(d—1)

Haupteffekt D F- —a)(d—
aup elre Y/(Ia®Pn®Pd)Y/(N_a)(d_].> (d 1)1(N a)(d 1)

Fir das unbalancierte Design werden asymptotische F-Teststatistiken konstruiert. Die
Varianz von Y wird durch ¥ = @7, %S erwartungstreu geschéatzt, wobei S wie folgt
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aus den Daten geschatzt wird:

~

S = %Z nil—l Z(sz -Y.)(Yi—Y,.)|.
=1 k=1

Dann ergeben sich mit der Hypothesenmatrix K = H'(HH')"H und der Kova-
rianzmatrix X die Teststatistiken, die unter der Nullhypothese asymptotisch einer
F-Verteilung folgen:

Tabelle A.4: Teststatistiken fiir die zweifaktorielle Repeated Measures ANOVA, unba-
lanciertes F1-RM-F1 Design

Effekt Teststatistik Verteilung
unter Hy
. N — _
Wechselwirkung —Y (P,QP,)Y. ipoo
Sp((P, ® Py) X) AD>

Haupteffekt A N Y’ (P ® le) Y. | F-

Sp( (Pa ® éJd> E) . d fA,OO

N i _

Haupteffekt D - Y (aJa ® Pd) Y. | F;

Sp((2J. @ Py) 3) 7

[Sp(K ﬁ)f

m geSChatZt .

Die Freiheitsgraden werden durch f =

A.4 Weitere Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

A.4.1 Tukey-Kontraste

e RM-F1
Fir Tukey-Kontraste im einfaktoriellen Design RM-F1 (siehe Kapitel [4.1.3))
nimmt die Kovarianzmatrix Cov (v/nCrp) des Vektors der Vergleiche Cp fir
d = 4 Zeitpunkte folgende Gestalt an :

202 o2 o2 —0? —0% 0
o? 20% o2 o2 0 —o?
2 2 2 2 2
ET:CTSC%:UQCTC}: 02 02 20 02 02 02
N —0 o 0 20 o —0
=T uk -2 0 o o* 2% —0?
0 —0% 0> —0? 0% 20°
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86

Die Korrelationsmatrix dieser Kontraste hingt dann nicht mehr von o2 ab:

1.0 05 05 —-05 —-05 0.0

05 10 05 05 00 -0.5
05 05 1.0 00 05 05
-05 05 00 1.0 05 -0.5
-05 00 05 05 1.0 0.5

0.0 —-05 05 =05 05 1.0

RTuk =

e RM-F2

Fiir das zweifaktorielle Design RM-F2 (siehe Kapitel |4.2.12)) und den Vektor der
Vergleiche v/nHpp, ergibt sich die Kovarianzmatrix

Yp= %Emk mit Xp,, € ROTV*O-D)

die Korrelationsmatrix ist Rg = Ry, € RO-Dx0-1),
Im Falle von vorliegenden Wechselwirkungen sind fir \/nHp|pft entsprechende

Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:
Ypp = o2 @ I; und Rpp=Rp®1,.
Analog ergibt sich fir /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrix:
Yp = & Spy mit Bpyy, € REVED ynd Ry = Ry, € ROV,
sowie im Falle von Wechselwirkungen fiir /nH ppfi:

ZD\B = 0'2Ib X ZTuk: und RD|B = Ib X RD.

F1-RM-F1
Fir das unbalancierte zweifaktorielle Design fiir mehrere Gruppen F1-RM-F1
(siche Kapitel [5.1.3) und den Vektor der Vergleiche H i, ergibt sich die Kova-

rianzmatrix

Yi= (C’T@nilcl ) ®L(0? 4+ d7?*) = Lo Wy,
i=1 r) 2 !
=%

=Wy

die Korrelationsmatrix wird aus der Gewichtsmatrix W = (wep)ee—1
Wepr

\ WegWer g '

struiert: Ra = (peer )oor=1.....q, Mit poer =



A.4 Weitere Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

Analog ergeben sich fir /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:

“1
ED = = Z *O’QETUIC mit ETuk‘ - R(d_l)x(d_l) und RD — RTuk c R(d_l)x(d—1)7

a2
i=1 T4
sowie im Falle von Wechselwirkungen fiir /nH p)afi:

Ypa =01, @ Ery und Rpja =1, ® Rp.

Die entsprechenden Kovarianz- und Korrelationsmatrizen fiir den balancierten
Fall sind Spezialfalle des unbalancierten Designs.

A.4.2 Williams-Kontraste

e RM-F1
Fiir eine Gruppe von Versuchsobjekten ergibt sich folgende Kovarianzmatrix:
3 4 d
2 35 3 i1
3 3 4
2 2 3
Cov (VnCwii) = Cw SCl, =0*Cy Ciy =0” | & 4 1
—— 3 3 3
=Zwa : :
_d_ _d_

Ql..
—
T&.
—_

Die Korrelationsmatrix fiir dieses Design ist

1.0 V3 2 )4
: 2 NG 2(d—1)

@ 1.0 4 2d
2 : 3v2 3(d—1)

- 2 4
RWzl — V6 32 1.0
d 2d
\/2(d—1) \/3(d—1) R L0

e RM-F2
Fiir das zweifaktorielle Design RM-F2 und den Vektor der Vergleiche \/nHpf
ergibt sich die Kovarianzmatrix

Yp = 2 Sy mit Dy, € RED*ED),

die Korrelationsmatrix ist Rg = Ry € RO-Dx(0-1),

Im Falle von vorliegenden Wechselwirkungen lauten fiir /nHppfi die entspre-
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chenden Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:
Ypp = o* Ty @ I; und Rpp=Rp®1,.
Analog ergeben sich fur /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:
Xp = % Swa mit By € RO und - Rp = Ry € RUDED,
sowie im Falle von Wechselwirkungen fiir \/nHp|pft

Ypp =01, ®Zwy und Rpjp = I, ® Rp.

F1-RM-F1
Fir das unbalancierte zweifaktorielle Design fiir mehrere Gruppen F1-RM-F1
und den Vektor der Vergleiche H 4f1, ergibt sich die Kovarianzmatrix

Y= (CWGBn;lcw) ®L(0? +dr?) = Lo Wy,
i=1 I I
—.UA

=Wy

wobei Hy = (CW ® él&) die Hypothesenmatrix ist und Cyy € R@1*(@) eine
Williams-Kontrastmatrix fiir ein unbalanciertes Design, wie in Kapitel auf

Seite [10] vorgestellt.

Die Korrelationsmatrix wird aus der Gewichtsmatrix Wy = (we )por—1.... 4, kon-
Wy

N

Analog ergeben sich fir /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:

struiert: R = (por)op=1...q, € ROV mit ppp =

ED = a% Z %O’QEWH mit EWil € R(d_l)x(d_l) und RD = RWil < R(d_l)x(d_l),
=1

sowie im Falle von Wechselwirkungen fir /nH pjaft:

2D|A = 0'2Ia ® Xy und RD|A =1,% Rp.

Die entsprechenden Kovarianz- und Korrelationsmatrizen fiir den balancierten
Fall sind Spezialfille des unbalancierten Designs.



A.4 Weitere Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

A.4.3 Average-Kontraste

e RM-F1
Fiir eine Gruppe von Versuchsobjekten ergibt sich folgende Kovarianzmatrix:

-1 _1 _1
d d d

_1 . :
Cov (VnPii) = P, S Pj=0’Py = o* | ¢ |
. . — 4
_1 _1 d-1

d d d

Die Korrelationsmatrix dieser Kontraste hangt dann nicht mehr von o2 ab:

1 1
Lo =35 1~
_| &=
RAvr - : 1
1.0 _ﬂ
1 1
—a1 0 —aa L0

e RM-F2
Fiir das zweifaktorielle Design RM-F2 und den Vektor der Vergleiche \/nHpgp,
ergibt sich die Kovarianzmatrix

Yp = 2P, mit P, € R,

die Korrelationsmatrix ist Rg = R4, € RY¥?.
Im Falle von vorliegenden Wechselwirkungen sind fiir /nHpgppt die entspre-
chenden Kovarianz- und Korrelationsmatrizen:

Ypp = o’P, ® I; und Rpp=Rp®1,.
Analog ergeben sich fir /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrix
Yp =2 P; mit P, € R*und Rp = Ry, € R,
sowie im Falle von Wechselwirkungen fiir \/nH pg|pfi:

ZD\B = 0'2Ib & Pd und RD|B == Ib & RD.

e F1-RM-F1
Fir das unbalancierte zweifaktorielle Design fiir mehrere Gruppen F1-RM-F1
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und den Vektor der Vergleiche H 41, ergibt sich die Kovarianzmatrix

Yu= (Pa@ni_lPa> ®L(0* +dr?) = Lo Wy,
=1 d 7'0_2 d
=02

=Wy

die Korrelationsmatrix wird aus der Gewichtsmatrix Wy = (wg)rp=1,..o kon-
Wy

Wiy

Analog ergeben sich fir /nHpp die Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

struiert: Ra = (pewr )eor=1,....o Mit ppr =

a

Yp=2%Y Lo’P; mit P,e R” und  Rp = Ry, € R,

a?
i=1
sowie im Falle von Wechselwirkungen fiir /nH pjaft:
ZD\A = 0'2.[& ® P; und RD\A =1,® Rp.

Die entsprechenden Kovarianz- und Korrelationsmatrizen fiir den balancierten
Fall sind Spezialfille des unbalancierten Designs.
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